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1 Einleitung

Partielle Differentialgleichungen sind ein sehr
vielfdltiges und starkes Hilfsmittel in der Bildver-
arbeitung. Fiir fast jede Anwendung in der Bild-
verarbeitung gibt es partielle Differentialgleichun-
gen, die zur Losung benutzt werden koénnen.

Hier soll es hauptséchlich im folgende Proble-
matik gehen:
Bilder, die von Digitalkameras, Scannern oder
von anderen bildgebenden Verfahren kommen sind
verrauscht.
Oft sind Bilder von Kameras oder Scannern dazu
noch unscharf.

Das Ziel unserer Bemiihungen ist es hier also,
eine Methode zu entwerfen, die das Rauschen in
einem Bild eleminiert, dabei aber das Bild in sei-
ner Struktur moglichst wenig veréndert.

Es gibt auch noch andere Ziele der Bildverar-
beitung, z. B. das hervorheben und finden von
bestimmten Strukturen oder das Bild in eine bes-
ser komprimierbare Form zu bringen. Um andere
Ziele soll es hier aber nicht gehen.
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Abbildung 1: Ein Digitalkamerabild. Aufgenom-
men bei wenig Licht und schlecht fokussiert.

2 Die Rolle von PDEs

Die Philosophie bei der Anwendung von PDEs ist
folgende: Man stellt sich ein Bild ug als eine reell-
wertige Funktion auf einer rechteckigen oder auch
quadratischen Bereich vor: ug : [0,1]> — R. Die-
ses Bild steckt man als Anfangswert in eine par-
tielle Differentialgleichung. Es geht also um die
Losung des Problems:

uy = Pu in [0,1]?

u(07 ) = Ug
(Vu|it) = 0 auf 9]0, 1]

(1)

Man erhélt durch Losung dieses Problem nicht
nur ein Bild als Ergebnis, sondern eine Analyse
des Bildes auf verschiedenen “Skalen”, wobei das
Wort “Skala” hier oft eine eher abstrakte Bedeu-
tung hat. Die Familien von Operatoren

{T} | T;(ug) = “Losung des Problems (1) zur Zeit t”}

heifit “Scale-Space”.

3 Differentialgleichungen sehen
und verstehen

Gewohnliche Differentialgleichungen der Form
#(t) = f(z(t),t) lassen sich mit ein wenig Ubung
intuitiv verstehen. Der Schliissel dazu bildet das
Richtungsfeld (siehe Abbildung 2).

Fir partielle Differentialgleichung ist es viel
schwieriger, ein intuitives Versténdnis zu entwi-
ckeln. In unserem Spezialfall gibt es jedoch viele
Differentialoperatoren P, fiir die man ein gutes
Gefiihl entwickeln kann. Der Weg dazu fiihrt iiber
viele kleine Spezialfille.



Abbildung 2: Das Richtungsfeld gibt einem al-
le Informationen, die man zum Verstdndnis einer
gewohnlichen Differentialgleichung benétigt.

Abbildung 3: Lésung der Transportgleichung (2).

3.1 Transportgleichungen
Eine Gleichung der Form

(2)

heilen Transportgleichungen. Der Grund dafiir
ist ganz einfach und an der expliziten Losung zu
erkennen. Zu einem gegebenen Anfangswert ug ist
die Losung der Transportgleichung (2) gegeben
durch

U = AUy

u(t, z) = ug(x + at),

das heifit die Losung bewegt sich in Richtung —a
(siehe Abbildung 3).
Transportgleichungen in 2-D haben die Form

(3)

Auch hier gibt es eine explizite Darstellung der
Losung;:

ug = (v|Vau) v € R?

u(t,x) = uo(x + tv).

Die Losung “bewegt” sich also in Richtung —wv.
Mit diesem Wissen lassen sich jetzt schon
schwierigere Gleichungen verstehen.

3.2 Dilation, Erosion und Shockfilter

Die Operationen Dilation und Erosion kommen
aus der Mathematischen Morphologie. In Diffe-

Abbildung 4: Losung der Dilationsgleichung (4).

rentialgleichungform sehen sie wie folgt aus:

up = |uy| (Dilation), bzw u; = —|uy| (Erosion).
(4)
Diese Gleichungen kann man lokal als Transport-
gleichungen sehen. Aus Gleichung (4) folgt:

up = % sign(ug)uy.

Das heif3t es wird etwas nach links transprotiert
wo u steigend (bzw. fallend) ist und nach rechts,
wo u fallend (bzw. steigend) ist (sihe Abbildung
4).

Das ist natiirlich in keiner Weise ein Beweis
dafiir, dass die Losung sich wirklich so entwi-
ckel. Insbesondere wird fiir diese Differentialglei-
chung ein erweiterter Losungbegriff benotigt (Vis-
kositatslosungen), da die Losungen mit der Zeit
Unstetigkeiten in den ersten Ableitungen entwi-
ckeln. Um aber die Differentialgleichung “verste-
hen” zu konnen ist das schon genug.

In 2-D sehen die Dilations- und Erosionsglei-
chung wie folgt aus:

u; = |Vul (Dilation), bzw u; = —|Vu| (Erosion).
(5)

Die Interpretation geht fast wie im eindimensio-
nalen Fall. Wir formen Gleichung (5) um:
Vu
[Vl
Es wird also auch etwas mit Geschwindigkeit eins
in (entgegengesetzte) Richtung des Gradienten
transportiert.

Weitere alte Gleichungen aus der Mathemati-
schen Bildverarbeitung sind die Shockfilterglei-
chungen, zum Beispiel in 1-D:

up = =£( |Vu).

(6)

up = — sign(Ugy )| Uz
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Abbildung 5: Veranschaulichung der Transpor-
trichtung bei der Shockfiltergleichung (6).
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Abbildung 6: Veranschaulichung der Losung der
Shockfiltergleichung (6).

Die Interpretation geht natiirlich wieder wie bei
der Dilationsgleichung (4):

up = — sign (g, ) sign(uy ),

Hier ist die Richtung des Transports also auch
noch von der Kriimmung der Funtion abhéngig.
Abbildung 5 veranschaulicht dies.

Das Verhalten der Losung ist in Abbildung 6 zu
sehen. Unter bestimmten Voraussetzungen l&sst
sich zeigen, dass die Losung gegen eine stiickwei-
se konstante Funktion konvergiert, welche in die
urspriinglichen Wendepunkten Sprungstellen hat.

Auch Shockfiltergleichungen gibt es natiirlich
in 2-D. Hier gibt es jedoch mehrere Moglichkei-
ten, den Term sign(uz,) zu verallgemeinern. Die
einfachste Moglichkeit ist folgende:

up = — sign(Au)|Vul. (7)
Zur Interpretation bringen wir die Gleichung wie-
der in Skalarproduktform:

up = —<sign(Au) | \Vu)

|Vu

Der Laplaceoperator A hat etwas mit Konvexitéit
und Konkavitdt zu tun. Man kann sagen, dass in

N

Abbildung 7: Veranschaulichung der Loésung der
Shockfiltergleichung (7).

konvexen Gebieten der Funktion u ein Transport
in entgegengesetzte Richtung des Gradienten (al-
so in Abstiegsrichtung) stattfindet und in konka-
ven Bereichen ein Transport in Anstiegsrichung
(siehe Abbildung 7).

3.3 Mean-Curvature-Motion

Die vorerst schwierigste Gleichung der Bildverar-
beitung, die wir “verstehen” wollen, ist die Glei-
chung zur Mean-Curvature-Motion:

Vu
d1v< ) Vul.
vul)

Auch bei dieser Gleichung kann man schon er-
kennen, dass man sie als Transportgleichung
auffassen kann. Es wird wieder Masse in die
Richtung oder die Entgegengesetzte Richtung
des Gradienten transportiert. Diesmal héngt die
Richtung und die Geschwindigkeit aber vom

(8)

komplizierten Term div <|¥—Z‘) ab. Um diesen

verniinftig zu interpretieren, brauchen wir die
Hilfe der Differentialgeometrie. Denn die verrét
uns, dass die Divergenz der Einheitsnormalen
Vu/|Vu| auf einer “Hohenlinie” gleich ihrer
Kriimmung x(u) ist. Das heifit, die Differential-
gleichung lautet

Vu

e = () V).

Mit k(u) ist die orientierte Kriimmung gemeint.
In diesem Fall gilt: x(u) > 0, falls die Hohen-
linie in Richtung von Vul = (—uy,u,) rechts-
gekriimmt ist. Man kann sagen: Durch Mean-
Curvature-Motion werden die Hohenlinien gera-
degezogen (siehe Abbildung 8).



Abbildung 8: Die Wirkung der Mean-Curvature-
Motion aus Gleichung (8).

4 Diffusionsgleichungen

4.1 Das Konzept der Diffusion

Das Konzept der Diffusion kommt aus der Physik.
Diffusion beschreibt, wie sich ein Quantitit (z. B.
Wiérme oder eine Massendichte) mit dem Lauf der
Zeit verhilt.

Die zugehorige Differentialgleichung ldsst sich
aus zwei Prinzipien ableiten:

e Die Quantitdt u flieit in Abstiegsrichtung,
das heisst, der “Fluss” 7 zeigt in Abstiegs-
richtung:

J=—-9Vu

Dabei darf noch ein “Diffusionstensor” oder
ein “Diffusionskoeffizient” ¢ auftauchen.

e In jedem Teilgebiet  C [0,1]? ist die Mas-
sendnderung gleich dem Fluss durch den
Rand. Zusammen mit dem Gauss’schen Satz
ergibt das

d

L - —/ (i) = —/ div()da.
dt Jo o0 Q

Zusammengenommen gehorcht ein Diffusionspro-

zess also der Differentialgleichung

up = div(gVu). (9)

In einer Dimension sieht die Diffusionsglei-
chung so aus:
ut = (gug)z- (10)
Durch die Wahl g = 1 erhélt man die sogenann-
te Warmeleitungs-Gleichung

u = Au

deren Glattungseigenschaft bekannt sind (z. B.
ist fir t > 0 die Losung unendlich oft differen-
zierbar).

4.2 Anwendung in der Bildverarbei-
tung

Wie kann man dies in der Bildverarbeitung an-
wenden? Die oben erwiahnte Wérmeleitgleichung
ist sehr gut geeignet, um Rauschen zu entfernen.
Ein entscheidender Nachteil ist, dass durch das
Filtern mit der Wéarmeleitungs-Gleichung nicht
nur das Rauschen, sondern auch wichtige Struk-
turer (insbesondere Kanten) entfernt werden.

Dem kann man beikommen, indem man den
Diffusionskoeffizienten g besser wihlt. Am besten
sollte man ihn so wéhlen, dass er dort grof3 ist, wo
das Bild uninteressant ist, und dort klein, wo es
interessant ist. In der Bildverarbeitung gilt hier
das Dogma: Bilder sind dort interessant, wo der
Gradient grof§ ist.

Man setzt daher g = ¢g(|Vu|) mit

1 (11)
9(s) = 14 2
+ 3z
Die ergibt die sogenannte Perona-Malik-
Gleichung:
ur = div(g(|Vu|)Vu). (12)
4.3 Die eindimensionale Perona-

Malik-Gleichung

In einer Dimension ergibt sich die Gleichung

ur = (9(|uz])tia)z- (13)

Rechnet man die Ableitung aus, erhélt man

up = O (ug|)uge (14)
mit ®(s) = sg(s).

Im Hinblick auf dem 2-D-Fall fithren wir fol-
gende Notation ein: u, bedeutet: Leite den Term
in Normalenrichtung ab. In 1-D gilt dann z. B.
Uy = |ug| und uyy = Ugy.

Wir wollen nun genauer untersuchen, was die
Differentialgleichung speziell mit Kanten macht.
Dazu benétigen wir ein Definition fiir eine Kante.
Uber den oben eingefithrten Begriff der Norma-
lenableitung lasst sich diese wie folgt schreiben:
Eine Kante ist dort wo gilt:

1. u, > 0, d. h. das Bild ist nicht flach
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Abbildung 9: Zum Staircasing-Effekt.

2. uy, = 0, d. h. die Kriimmung in Normalen-
richtung ist 0

3. Uy, < 0, d. h. die Kriimmung in Normalen-
richtung wechselt das Vorzeichen.

Zusammengenommen kann man sagen: Eine Kan-
te ist dort, wo in Normalenrichtung ein nicht-
flacher Wendepunkt von linksgekriimmt nach
rechtsgekriimmt ist. Diese Definition lédsst sich
eins zu eins ins zweidimendionale iibertragen.

Jetzt, wo wir die Definiton einer Kante haben,
konnen wir Anforderungen an die Losung unsere
Differentialgleichung (13) stellen und gucken, fiir
welche Funktion g diese erfiillt werden.

Wenn unsere Differentialgleichung Kanten
schirfen machen soll, sollte in einem Kanten-
punkt folgendes gelten:

1. dyu, > 0, d. h. die Kante wird schérfer
2. Owuy, = 0, d. h. die Kante bleibt eine Kante

3. Oy, < 0, d. h. in einem Kantenpunkt
steigt die Steigung am schnellsten.

Der dritte Punkt bedarf einer Erlauterung. Er be-
deutet, dass die Anderungsrate der Steigung im
Kantenpunkt ein lokales Maximum hat. Ist dies
verletzt, so gibt es in der Nachbarschaft der Kante
einen Punkt, in dem die Steigung schneller steigt.
Aus einer “Rampe” wird eine “Treppe” statt ei-
ner “Stufe”. Es kommt zum “staircasing” (siehe
Abbildung 9).

Die obigen Anforderungen lassen sich in Anfor-
derungen an die Funktion & aus Gleichung (14)
ausdriicken. In einem Kantenpunkt soll also gel-
ten:

1. Dyt = O, (¥ (g i) = ¥ (1t )ty > 0

Schidrfung sicher

Y3k

Glsttung sicher

Abbildung 10: Zum FEffekt der Perona-Malik-
Gleichung an Kanten.

2. Dyt = Oy (@' (1 )py) = 0 = 0

3. atuuw/ = auuu(q)/(uu)uw/)
!
= S(I)/I(UV)U%VU + (D,(Uy)uyw/w/ <0

Die zweite Bedingung ist immer erfiillt. Die erste
Bedingung ist durch die Forderung ®'(u,) < 0
erfilllen (in einem Kantenpunkt gilt u,,, < 0).
Die dritte Bedingung lasst sich unter der nicht
unsinnigen Annahme .., > 0 erfiillen durch
" (u,) < 0.

Fiir die typischen Perona-Malik-Funktionen
aus Gleichung (11) ergibt das (siehe Abbildung
10:

1. Es werden nur Kanten mit einer Steigung
zwischen \ und v/3\ verniinftig geschérft.

2. Kanten mit einer Steigung kleiner als A\ wer-
den unschérfer.

3. An Kanten mit einer Steigung groBer als v/3\
tritt eventuell “staircasing” auf.

In Abbildung 11 kan man alle drei Effekte auf
einmal sehen.

All diese Effekte treten auch im zweidimensio-
nalen auf, sie sind aber nicht so gut zu visualisie-
ren.

Die Perona-Malik-Gleichung hat noch ein paar
weitere seltsame Figenschaften:

e Ist der Anfangswert ug nicht unendlich oft
differenzierbar, so hat die Gleichung keine
Losungen.

e Fast jede Implementierung liefert gute Er-
gebnisse, auch bei unstetigen Anfangswerten.

e Fast jede Semi-Diskretisierung im Raum lie-
fert ein System von gewdhnlichen Differenti-
algleichungen, welches “gut gestellt” ist.



Abbildung 11: Oben: blau Anfangswert ug, griin
Ableitung davon. Unten: Wirkung der Perona-

s \2
Malik-Gleichunng mit g(s) = e (5%) ,und A = 2.

e Mit einer kleinen Verdnderung der Gleichung
erhélt man Existenz und Eindeutigkeit einer
glatten Losung, auch bei unstetigen Anfangs-
werten.

Die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung
erhélt man durch die folgende Regularisierung

up = div(g(\Ga * Vu])Vu)

wobei G, eine GauBlkurve mit Varianz o ist.
Dies bewirkt auch, das impulsives Rauschen (wel-
ches grofle Gradienten verursacht, welche eigen-
lich verstérkt werden) rausgegliattet werden.

5 Was man mit Differentialglei-
chungen noch machen kann

Um zu zeigen, dass man partielle Differentialglei-

chungen auch fiir ganz andere Zwecke, aber mit

dhnlichen Uberlegungen wie in der Bildverarbei-

tung, einsetzten kann, hier ein kleines Beispiel.
Das Problem ist folgendes:

Suche zu einer nicht-konvexen Funk-
tion die grofite konvexe Funktion, die
unterhalb liegt.

In einer Dimension ist dies Problem auch schon
nicht einfach (Abbildung 12). In zwei Dimensio-
nen ist dies noch viel schwieriger.

Abbildung 12: Konexifizierung einer eindimensio-
nalen Funktion

Abbildung 13: Konvexifizierung einer zweidimen-
sionalen Funktion

Dies Problem lasst sich mit Hilfe einer Trans-
portgleichung l6sen:
Die Losung des Problems

wy = min(0, Apin)|Vu|
U(O, ) = Ug
Amin ¢ Kkleinster Eigenwert der Hesse-Matrix von u
konvergiert fiir t — oo gegen die Konvexifizierung
von uog.
Falls der Abschnitt 3 gut genug geschrieben
war, sollte die Leserin oder der Leser jetzt in der
Lage sein, sich dies selbst zu erkldren :-).



