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Bilder sind verrauscht:

Digitalkamerabiled bei 400 A58
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Bilder sind oft unscharf und verrauscht:

Digitalkarnerakild bei 400 A52, out-of-focus
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Anwendung von PDEs in der Bildverarbeitung

e Betrachte Bilder als Funktionen ug : [0, 1]* — R.

e Stecke Bilder als Anfangswerte in Differentialgleichungen der Form
u; = Pu

e Dies ergibt als Losung eine Funktion u(t, z,y), t > 0, (z,y) € [0, 1]*.

e In der Praxis: Lose die Differentialgleichung numerisch und begutachte Bilder zu spateren
Zeitpunkten.

e Die Familie von Operatoren
{T} | T:(up) = “Losung der Differentialgleichung u; = Pu mit Anfangswert ug" }

heiBt “Scale-Space”.
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Ziele der Anwendung von PDEs in der Bildverarbeitung

Aus der Motivation ergeben sich folgende Ziele:

e Rauschen entfernen
e Kanten scharfen

e Rauschen entfernen und gleichzeitig Kanten erhalten

Warum PDEs?

Man erhalt nicht nur ein einiziges Ergebnisbild, sondern eine Analyse des Bildes auf verschiedenen
“Skalen” .

Beispiel: Kanten auf verschiedenen Skalen:

t=0.2
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Differentialgleichungen sehen
und verstehen
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ODEs

Losen von Differentialgleichungen durch Hingucken

flx(t),t)

Bekannt: ODE der Form z(t)
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Einschub: Differentialoperatoren

Seien u : [0,1]* — R und ¥ = (v1, v2) : R* — R? oft differenzierbar.

Der Gradient:
VU(CB, y) -= (ux(xa y)a u’y(x7 y))

Die Divergenz:
div(7(x,y)) := vi.(z, y) + v2,(x, y)

Der Laplace-Operator:

Au(z,y) := div(Vu(z,y)) = uze(®, y) + uyy(x, y)

Die Hesse-Matrix:
uaca: aj) uac :UJ
Uy (T, y)  Uyy(T, Y)

PDEs in der Bildverarbeitung
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Losen von Differentialgleichungen durch Hingucken: PDEs

PDEs sind nicht so einfach.

Abschreckende Beispiele:

e Differentialgleichung zur Dilation und Erosion:

ur = £ |Vu|
e Shockfilter-Gleichung:
uy = — sign(Au)|Vul
e Mean-Curvature-Flow:
) Vu
up = div (—) V|
[Vl

e Regularisierte Perona-Malik-Gleichung:
Uy = div(g(\V(G(7 * u)|)Vu>

Ziel: Intuitives Verstandnis fiir derartige Gleichungen!

Fahrplan: Langsamen vortasten iiber einfache Beispiele.

PDEs in der Bildverarbeitung
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Losen von PDEs — Beispiel: Transportgleichung in 1D

au

Uy
Interpretation:

Explizite Losung:

u(t, ) = ug(z + at)
d. h. die Losung bewegt sich in Richtung —a.

1
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Losen von PDEs — Beispiel: Dilationsgleichung in 1D

U = |u’|

Interpretation:

e Umformulierung:
/ . / /
uy = |u | = sign(u )u
e D. h. Transport nach links, dort wo ' > 0, also dort, wo steigend und Transport nach rechts,
wo u fallend.
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Losen von PDEs — Beispiel: Shockfilter in 1D

Shockfiltergleichung nach Osher, Rudin 1987:

uy = — sign(u”)|u’|

Interpretation der Shockfiltergleichung:

e Umformulierung:
u; = — sign(u”)|u'| = — sign(u”) sign(u')u’
e Also Diffusion nach links, falls sign(u") sign(u’) < 0, nach rechts, falls sign(u") sign(u') >
0.
e D. h.

u' > 0,u” > 0: Transport nach rechts; v’ > 0, v’ < 0: Transport nach links
u' < 0,u” < 0: Transport nach rechts; v’ < 0, v > 0: Transport nach links

AT
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Zusammen: u konvergiert gegen eine stiickweise konstante Funktion, welche in den urspriinglichen

Wendepunkten Sprungstellen hat (unter bestimmten Voraussetzungen).
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Losen von PDEs — Beispiel: Transportgleichung in 2D

uy = (v|Vu), v € R

Interpretation:

Explizite Losung:

u(t, z) = ug(x + tv)

d. h. u bewegt sich in Richtung —wv.

2
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Losen von PDEs — Beispiel: Shockfilter in 2D

uy = — sign(Au)|Vu)|
Interpretation:
Umformulierung:
\Y%
Uy = — (Sign(Au)—u|Vu>
[Vl

D. h., die Shockfiltergleichung ist eine Transportgleichung. Es wird “Masse” in positive oder negative
Richtung des Gradienten (abhangig vom Laplaceoperator) transportiert.
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Losen von PDEs — Beispiel: Mean-Curvature-Motion in 2D

Mean-Curvature-Motion nach Rudin, Osher, Fatemi:

div () [Vl
u; = div U
t 'Vl
Interpretation der Gleichung:
e Differentialgeometrie:
div( Vu ) Divergenz der Einheitsnormalen  Orientierte Kriimmung der Rander
iv = =
|V ul auf den Levelsets der Levelsets.

D. h. k(u) positiv, wo Hohenlinie in Richtung (—u,, us) rechtsgekriimmt.

e Also lautet die DGL:

U = </€(U)W‘V’U,>

PDEs in der Bildverarbeitung
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Zusammen: Die Hohenlinien bewegen sich in Richtung des Gradienten, wobei die Geschwindingkeit
proportional zur Kriimmung ist.
Genauer: Die Hohenlinien werden “geradegezogen”.
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PDEs in der Bildverarbeitun
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Idee der Diffusion in einer Dimension

e Eine physikalische GroBe u : R — R (z. B. Warme oder eine Massen-Dichte) flieBt in

Abstiegsrichtung j:
j = —gu’ wobei g Diffusionskoeffizient

(5 > 0: Fluss nach rechts, j < 0: Fluss nach links)

e In jedem Intervall [a, b] ist die “Massenanderung” gleich dem Fluss durch die Intervallgrenzen:

d b b
[ uds= i) +i@ =~ [ i da
dt /, a
also
Ut = —j,
Zusammen
I\/
Uy = (gu)
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Diffusion in mehreren Dimensionen

Analog zum eindimensoinalen Fall:

® Der Fluss zeigt in Abstiegsrichtung:

7 = —gVu mit einem Diffusionstensor g

e In jedem Gebiet €2 ist die “Massenanderung” gleich dem Fluss durch den Rand:

d
dt Jq

== [ @i = - [ div@

also
uy = — div(7)

Zusammen
uy = div(gVu)

PDEs in der Bildverarbeitung
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Die Differentialgleichungen u; = (gu')’" und u; = div(gVu) beschreiben also, wie Diffusion

ablauft.
Dabei sagt die Funktion g, wohin und wie schnell der Fluss ist.
Beispiele:

1. g = 1: der Fluss ist proportional zu v’ bzw Vu:
/!
ur = u bzw uy = Au(= Uzy + Uyy)

2. g = g(x): der Fluss ist ortsabhidngig proportional zu u’ bzw Vu:

L ’ 1"
Ut = gu —+ qu
S~ K~
Transportterm Diffusionsterm

us = (Vg|Vu) + gAwu fiir skalare Diffusionkoeffizienten
& / N~

NV
Transportterm Diffusionsterm

PDEs in der Bildverarbeitung
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Wie wendet man dies auf Bilder an?

Man wahlt den Diffusionskoeffizienten dort groB3, wo das Bild “uninteressant” ist und dort klein, wo

das Bild “interessant” ist.

Aber wo ist ein Bild interessant?

Dogma der Bildverarbeitung: Bilder sind dort interessant, wo der Gradient groB ist.

= g = g(|Vul)

Dies fiihrt zur Perona-Malik-Gleichung (Perona, Malik 1990):

up = div(g(\Vu\)Vu)
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Interpretation der Perona-Malik-Gleichung

Ab jetzt oft Wechsel zwischen 1-D und 2-D Fall!

Umformung in 1-D:

ue = (g(Ju')u)’
= g(lu'D'u" + g(Ju')u”

/ / u/ i / 1
= g'(Jo/ )" + g(|u'])u
]
= (gDl + g(J']) ) "

= &'(|u/|)u” mit &(s) = sg(s)

2-D Fall ungleich schwerer.
Ergebnis:
= ®'(|Vul)us + g(|Vul)ur,

Dabei meint die Schreibweise ,, und : Leite in Richtung des Gradienten (normal) bzw. in orthogonale

Richtung zum Gradienten (tangential) ab.

L
Esist z. B. u, = <| |Vu> = |Vul|, urr = (H,% o |Vu|> Vu®t = (—uy, uz).
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Wahl der Funktion g

Welche Funktion g ist gut geeignet, um glatte Bereiche weiter zu glatten, ohne dabei Kanten zu
verwischen?

Woas aber ist eine Kante? Wie ist sie zu definieren?

Einfach iiber Ableitungen in Normalenrichtung:

Eine Kante ist dort, wo gilt:

1. u, > 0, d. h. das Bild ist nicht flach

2. Uy, = 0, d. h. die Kriimmung in Normalenrichtung ist O

3. Uy < 0, d. h. die Kriimmung in Normalenrichtung wechselt das Vorzeichen

2. und 3. bedeuten: In Normalenrichtung ist ein Wendepunkt.

005 e
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Anforderungen an die Losung der Differentialgleichung

Unsere Differentialgleichung soll scharfe Kanten scharfer machen.

Was bedeutet dies in Formeln?

In einem Kantenpunkt soll gelten:
1. O;u, > 0, d. h. die Kante wird scharfer

2. Oyuy,, = 0, d. h. ein Kantenpunkt bleibt ein Kantenpunkt

3. Otuy, < 0, d. h. in einem Kantenpunkt steigt die Steigung am schnellsten

Zu 3.: Steigt in einem Punkt in der Nachbarschaft eines Kantespunktes die Steigung schneller, so

wird aus einer “Rampe” eine “Treppe” statt einer “Stufe” (staircasing):

1.5

05

-0.5
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Bedeutung der Funktion ¢

Was bedeuten diese Forderungen fiir unsere Funktion g (bzw ®)?
In 2-D zu schwierig.
1-D: Sei u Losung der Differentialgleichung

ue = (9(w)u) = @' (uy)uwy.
(Wie in 2-D: u,, = |u/|, ®(s) = sg(s). AuBerdem ist u,, = u"".)

Dann lauteten die Bedingungen 1.-3.;

!
1. Ouuy, = Oy (D (up)upy) = ® (uy)Uppy > 0
2. Attny = By (P (uy)tpy) = O

!
3. Ottpy = O (P (uy)uy,) = 3<I>”(u,,)u3w + D' (uy) Uy < O
D. h. die zweite Bedingung ist immer erfiillt. Nimmt man, neben unseren anderen Bedingungen an
einen Kantenpunkt, an, dass ©,,,,,, > 0 in einem Kantenpunkt gilt, so sind diese Bedingungen auf

jeden Fall erfiillt durch
®'(u,) <0, @"(u,) <DO.
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Bedeutung der Funktion ¢

Fiir die typischen Perona-Malik-Funktionen

ergibt das:

1. Es werden nur Kanten mit einer Steigung zwischen X und v/3X\ verniinftig gescharft.

g(s) = ¢ () und g(s) =

)2

_|_
—
>l

2. Kanten mit einer Steigung kleiner als A werden unscharfer.

3. An Kanten mit einer Steigung groBer als v/3\ tritt eventuell “staircasing” auf.

[I,I 1

Schar-fung sicher /’\

PDEs in der Bildverarbeitung
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Ein Beispiel fiir alle drei Effekte der Perona-Malik-Gleichung

Blau: Anfangswert wug, griin: Ableitung des Anfangswertes.

5 T T T T T T T T T

4l _

3

Losung der Perona-Malik-Gleichung mit den Parametern

g(s) = e_(%f, A=2

PDEs in der Bildverarbeitung



Seltsame Eigenschaften der Perona-Malik-Gleichung

e Ist der Anfangswert ug nicht unendlich oft differenzierbar, so hat die Gleichung keine Lésungen.
e Fast jede Implementierung liefert gute Ergebnisse, auch bei unstetigen Anfangswerten.

e Fast jede Semi-Diskretisierung im Raum liefert ein System von gewdhnlichen Differentialglei-
chungen, welches “gut gestellt” ist.

e Mit einer kleinen Veranderung der Gleichung erhalt man Existenz und Eindeutigkeit einer glatten
Losung, auch bei unstetigen Anfangswerten.

Regularisierung (Cattle, Lions, Morel, Coll, 1992):
Betrachte die Gleichung

Uy = div(g(|G0 * Vu|)Vu)

wobei GG, eine GauBkurve mit Varianz o ist.
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Die regularisierte Perona-Malik-Gleichung

Original — mit der urspriinglichen Gleichung behandelt — mit der regularisierten Gleichung.
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Zum Schluss:

Was man mit

Differentialgleichungen noch
machen kann

PDEs in der Bildverarbeitung
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Konvexifizierung einer Funktion

Aufgabe: Zu einer gegebenen Funktion suche die groBte konvexe Funktion, die unterhalb liegt.

In einer Dimension nicht so schwer:

In mehrern Dimensionen schon schwerer.

Machbar mit Differentialgleichungen!

PDEs in der Bildverarbeitung
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Konvexifizierung mit Differentialgleichungen

Konvexifizierung als Transportproblem:

\Y%
uy = min(0, Apin) | Vu| = (min(0, )\min)’v—uHVU)
u

wobei Ani, der kleinste Eigenwert der Hesse-Matrix ist.

Interpretation:

e Wieder mal eine Transportgleichung. Diesmal hangt die Transportgeschwindigkeit von den
Eigenwerten der Hesse-Matrix ab.

e Sind beide Eigenwerte positiv, so ist die Funktion konvex und es passiert auch nichts.

e |[st ein Eigenwert negativ, so ist die Funktion nicht konvex und es wird “Masse” in Abstiegsrich-
tung transportiert.
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Konvexifizierung mit Differentialgleichungen
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