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Kapitel 1

Einleitung

Dieser Vortrag behandelt ein Losungsverfahren fiir inverse Probleme der
Form

Kf=h (1.1)

mit einem linearen, beschriankten, kompakten Operator K : H — H' zwi-
schen separablen Hilbertrdumen. Wobei h die bekannte, beziehungsweise ge-
messene und f die gesuchte Grofle ist.

In Anwendungen besteht die rechte Seite der Gleichung in der Regel aus feh-
lerbehafteten Messdaten. Messfehler werden oft durch einen additiven Feh-
lerterm (hier e) modelliert.

Kf+e=h+4+e=g (1.2)

Ein klassisches Verfahren zur Losung eines solchen inversen Problems ist die
Tikhonov-Regularisierung, die auf der Minimierung des Tikhonov-Funktionals

T.(f) = 1K f = gl* + ullfI17 (1.3)

beruht, wobei der zweite Summand den sogenannten Strafterm darstellt. p ist
ein geeignet zu wiahlender Regularisierungsparameter. Fiir dieses Verfahren
kann man die Losung recht einfach bestimmen. Die Tikhonov-Regularisierung
hat jedoch einen entscheidenden Nachteil. Sie sorgt dafiir, dass die berechne-
ten Losungen stark geglittet sind. Um schérfere Konturen in den Losungen
zu erreichen kann man ein neues Funktional definieren und den Strafterm
wie folgt ersetzen:

Pup(f) = 1K f =gl + D w|{f. o)l (1.4)
vel
dabei ist w = (w,) er eine strikt positive Folge, (¢,) er eine Orthonor-

malbasis des Hilbertraumes H und 1 < p < 2. Dieser verdnderte Strafterm
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dient dazu Normen anderer Funktionenrdume darzustellen, um somit schérfe-
re Konturen der Losung auflésen zu konnen.

Setzt man w., = p Vv € I' und p = 2, so erhdlt man aus diesem Ansatz die
Tikhonov-Regularisierung als Spezialfall.

Mit diesem verallgemeinerten Ansatz kann nun das Problem der geglitteten
Losungen umgangen werden, allerdings tritt ein neues Problem auf. Wahrend
es bei der Tikhonov-Regularisierung recht einfach ist einen Minimierer des
Funktionals zu finden, stellt sich dies nun weitaus komplizierter dar.

Die Minimierung des Funktionals ®,, , fithrt auf folgende Variationsgleichun-
gen:

VY €D (KK fo,) = (K7g,0) + - |(foo, )P sien((f, ) = 0 (L)
Die Schwierigkeiten bei der Losung dieses Systems liegen darin begriindet,
dass die Gleichungen zum einen nichtlinear beziiglich der (f,y,) sind und
alle Gleichungen iiber den Operator K*K gekoppelt sind. Um das System
16sen zu konnen muss man sich eines der beiden Probleme entledigen. Dies
fithrt im Weiteren auf die Einfithrung von Ersatzfunktionalen. Das daraus

resultierende Losungsverfahren ist Inhalt des folgenden Abschnitts.



Kapitel 2

Einfithrung des
Minimierungsalgorithmus

Um die Kopplung der Gleichungen in (1.5) zu umgehen werden Ersatzfunk-
tionale eingefiihrt. Dazu wird zunéchst das Funktional

O(f;a) :=C||f = all ~ [|Kf - Kal?, (2.1)

mit einem beliebig fest gewdhlten Element a € H und einer Konstanten C' >
|| K* K|, definiert. Nachfolgend wird angenommen, dass || K| < 1 gilt. Somit
kann C' = 1 gesetzt werden. Es kann gezeigt werden, dass das Funktional
O(-;a) strikt konvex ist. Daher ergibt sich auch fiir das wie folgt definierte
Ersatzfunktional strikte Konvexitiét.

OSUR(f1a) 1= By (f) — || K f — Kal*+||f — al|? (2.2)

Nach einigen Umformungen und mit der Kurzschreibweise v, := (v, ¢,) re-
sultiert fiir das Ersatzfunktional die Form:

Oo(fra) = ) [ = 2f,(a + K*g — K™ Ka)y +w, | f, 7] +|g|*+]al P~| | Kal[

P
vyel
(2.3)
Nun wird durch
f° beliebig; f™ = argmin (cbf;%R(f; ) n=1,2,... (2.4)

ein Algorithmus definiert, von dem erhofft wird, dass er einen Minimierer des
Ausgangsfunktionals ®,,, liefert. Das die so definierte Folge (f,)nen jeden-
falls schwach gegen einen Minimierer des Ausgangsfunktionals konvergiert
wird im néchsten Abschnitt bewiesen. Doch zunéchst sollen einige wichtige
Eigenschaften dieses Ansatzes erlautert werden.
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Die Minimierung des Ersatzfunktionals fithrt auf entkoppelte Variationsglei-
chungen. Fiir p > 1 ergibt sich

vy €D £+ Slsign(f)IA T = (0 + (KM (g - Ka)l).  (25)

Zur Vorbereitung der Losung dieses Systems wird zunéchst ein Lemma be-
wiesen.

LEMMA 2.1
Fiir w > 0 und p > 1 ist die Funktion Fy,, : R — R mit

Fypx) =2+ %sign(x)\x]p’l
bijektiv.

Beweis:

Fiir > 0 ergibt sich F,, als F,,(x) = « 4+ “2a?~!. Diese Funktion ist ste-
tig und streng monoton wachsend als Zusammensetzung solcher Funktionen.
AuBerdem gilt offenbar x — co = F,, ,(x) — 0.

Fiir z < 0 ergibt sich F,;, als F,, ,(x) = 2 — %2(—2)?~". Auch diese Funktion
ist stetig und streng monoton wachsend nach Bauart und es gilt x+ — —o0
= Fp(z) = —o0.

Es gilt jeweils F, ,(0) = 0, womit die Aussage bewiesen ist. O

Nach Lemma 2.1 hat die Funktion Fj,, also auf ganz R eine eindeutige
Inverse. Sei also

Swp = (Fup) ™, (2.6)
dann gilt fiir die gesuchten Minimierer
fy = Suw, play + [K(g — Ka)l,). (2.7)

Fir den Fall p = 1 kann man ebenfalls eine Funktion S,,; finden, iiber die
sich die Minimierer bestimmen lassen.

Zusammenfassend ergibt sich der folgende Satz.

SATZ 2.2

Sei K : H — H' ein linearer, beschrankter, kompakter Operator zwischen
separablen Hilbertrdumen mit ||K*K|| < 1 und sei g € H'. Sei (¢, ) er eine
Orthonormalbasis von H und (w,) er eine strikt positive Folge. Dann hat
das mit einem beliebigen p > 1 und a € H als

®p (Fra) = Quy(f) = 1K f = Kal* +[|f ol (2.8)
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definierte Funktional einen eindeutigen Minimierer.
Der Minimierer wird gegeben durch

f=Supla+ K(g— Ka)), (2.9)

wobei die Operatoren S, , definiert sind durch
Swp(h) = Z Swmp(hv)@w (2.10)
yel’

Dariiber hinaus gilt fiir alle h € H

OIVF(f + hya) > @3 (fra) + (]2 (2.11)

zum Beweis:

Die Eindeutigkeit des Minimierers folgt aus der strikten Konvexitéat des Funk-
tionals. Die Darstellung des Minimieres folgt mit Lemma 2.1. Die letzte Aus-
sage ldsst sich durch Einsetzen der expliziten Ausdriicke fiir S, , und einige
Fallunterscheidungen zeigen.

Aus diesem Satz folgt unmittelbar:

KOROLLAR 2.3
Mit den Voraussetzungen von Satz 2.2 und dem in (2.4) beschriebenen Al-
gorithmus ergibt sich

f'=Sup(f"H + K (g = Kf*7). (2.12)



Kapitel 3

Schwache Konvergenz des
Minimierungsverfahrens

In diesem Abschnitt geht es darum, die schwache Konvergenz, der in Korollar
2.3 beschriebenen Folge der Minimierer der Ersatzfunktionale, gegen einen
Minimierer von ®,, ,, zu zeigen.
Nach Einfithrung der Notation

Tf:=Sup(f+K(g—Kf)) (3.1)

wird die schwache Konvergenz der Folge f™ = T f° mit Hilfe des Fixpunkt-
satzes von Opial bewiesen.

SATZ 3.1 (Opial)
Sei H ein Hilbertraum. Erfiillt die Abbildung A : H — H die folgenden
Bedingungen

e A ist nicht-expansiv: Yu,v' € H, ||Av — AV'|| < ||v — '],
e A ist asymptotisch regulir: Yo € H, ||A" v — A™|| =30,
e die Menge F der Fixpunkte von A ist nicht leer,

dann gilt, Vo € H konvergiert die Folge (A™v),en schwach gegen einen Fix-
punkt in F.

In diesem Fall kann beispielsweise der klassische Fixpunktsatz von Banach

nicht verwendet werden, da er an die Abbildung A statt der Bedingung nicht-
expansiv, die Bedingung kontrahierend stellt, d.h.

Vo, o' € H gilt |[Av — AV'|| < q]|v — '] (3.2)
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mit ¢ < 1.

Fiir den hier betrachteten Operator T" kann jedoch nur gezeigt werden, dass
er nicht-expansiv ist. Mit dem Satz 3.1 folgt daher im Gegensatz zum Satz
von Banach nur die schwache Konvergenz.

Um Satz 3.1 auf den Operator 7" anwenden zu kénnen, miissen zunéchst die
Voraussetzungen des Satzes iiberpriift werden. Beispielhaft wird an dieser
Stelle die asymptotische Regularitit bewiesen. Zu diesem Zweck werden ei-
nige Lemmas bendtigt. Vorab werden noch nachstehende Vorbemerkungen
gemacht.

Vorbemerkungen:

Ist K : H — H’ ein linearer, beschrankter und kompakter Operator zwi-
schen separablen Hilbertraumen, so ist der Operator K*K dariiber hinaus
selbstadjungiert. Es lassen sich die Eigenwerte von K*K A\ > A > ... und
orthonormierte Eigenvektoren v,,, n > 0 bestimmen, so dass mit Singulérwer-
ten o, := ++v/\, und Vektoren u,, := o, Kv, gilt:

Kv, = o,u,
K*u, = o,v, (3.3)

Dariiber hinaus stellt die Menge {v,} ein vollstindiges Orthonormalsystem
fiir Kern(K)* dar.

DEFINITION UND SATZ 3.3
Die Menge von Tripel

{Unu Up, Un}nZO (34)
heifit singulédres System fiir K.

Der Operator K besitzt die Darstellung

K=Y 0u(, vn)tn. (3.5)

Das oben definierte vollstéindige Orthonormalsystem fiir Kern(K)+ lisst sich
zu einer Basis von H ergénzen. Dabei werden die ”zugehorigen® Singulédrwer-
te gleich Null gesetzt.



Nun zum Nachweis der asymptotischen Regularitét.

LEMMA 3.2
Sowohl (P, (f"))nen als auch (BSUF(f"+ f"))pen sind monoton-fallende
Folgen.

Beweis:
Nach Aussagen der Funktionalanalysis und mit Hilfe der Vorbemerkungen
lésst sich der Operator

=VI-KK =Y /1-0)(v.)v, (3.6)

definieren.
Mit dieser Definition gilt fiir ein h € H

1RI* = [IKRI[* = Z\(h,vn>\2—203|<h,vn>l2
= > (1—an)l{h vl

n

— Z( (1 —U?L))Q (T, 0a)

= |ILA|I* (3.7)

Nun ergibt sich, da f"*! das Funktional ®3"%(f; /") minimiert

q)SUR(fnJrZ fnJrl) q)SUR(fnJrl fnJrl)

Cup(f1)
Qo (f"H) H L = )P
= () = P K = K P
(I)SUR(fn-I—l fn)
SR )
Dy p () (3.8)

womit die Behauptungen folgen. O

IA
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LEMMA 3.3
Die Reihe Y 07 || /™™ — f™||? ist konvergent.

Beweis:
Es gilt \g = 02 = [|[K*K]|| < 1 nach Voraussetzung, wobei )¢ der grofite
Eigenwert von K*K ist. Damit folgt

ILfIP = ||2:\/(1—<f%)<}‘ivn>vn|l2
= Z (L —0y) [{f,va)]*

n

>(1-02)=:A
> AN [(fun)l?
— AllfIP. (3.9)

Mit Lemma 3.2 gilt dann VN € N die Abschitzung
N

N
SO =P < Z (= f™))?
n=0

1 N
ZZ w,p ]m w,p(fnJrl)]

<
Teleskopsumme
1
= Z[q)w,p(fo) - q)w,p(fNJrl)]
1
< () (3.10)

Nun ist gezeigt, dass die Folge SN || f1 — 7% gleichmiBig beschrinkt
ist, daraus ergibt sich die Behauptung. O

Aus Lemma 3.3 folgt jetzt unmittelbar

LEMMA 3.4
Die Abbildung T = S, ,(- + K*(g — K+)) ist asymptotisch regulér, d.h.

[T =T Ol = {17 = f =50 (311)
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Auch die weiteren Voraussetzungen zur Anwendung des Satzes von Opial
kénnen gezeigt werden, so dass der folgende Satz unmittelbar aus dem Satz
von Opial folgt.

SATZ 3.5
Die Folge f* = T"f°, n € N konvergiert schwach gegen einen Fixpunkt von
T.

Schliefflich ist noch zu zeigen

SATZ 3.6
Jeder Fixpunkt von 7" minimiert das Funktional ®,, .

Beweis:
Sei f* ein Fixpunkt von 7', dann gilt nach Definition der Ersatzfunktionale
und mit Satz 2.2 Vh € H

Cup(f*+h) = QU+ b f*) = [[BIP + || KA

P
> O ) + K|
o (f*) + [ KD (3.12)

Damit ist die Behauptung gezeigt.O
Zusammenfassend ergibt sich also der

SATZ 3.7

Sei K : H — H' ein beschriankter, linearer, kompakter Operator zwischen
separablen Hilbertraumen mit || K[| < 1. Wahlt man weiter ein p € [1,2] und
eine strikt positive Folge (w,),er, dann konvergiert die Folge f™ = T™f°,
n > 0, mit beliebigem f° € H, schwach gegen einen Minimierer des Funk-
tionals ®,,,. Gilt dariiber hinaus Kern(K) = {0} oder p > 1 so ist der
Minimierer eindeutig.

zum Beweis:

Bis auf die Eindeutigkeit sind bereits alle Aussagen gezeigt.
Die Eindeutigkeit folgt, da ®,,, in den beschriebenen Fillen strikt konvex ist.
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Kapitel 4

Schlussbemerkung

Uber die schwache Konvergenz des Minimierungsverfahrens hinaus ldsst sich
auch die starke Konvergenz zeigen. Sowohl der Nachweis der starken Konver-
genz, als auch der ausfiihrliche Beweis aller bisher gemachten Aussagen ist
im Rahmen dieses Seminarvortrages aus Zeitgriinden jedoch nicht moglich.
Alle Aussagen lassen sich auch fiir nicht kompakte Operatoren zeigen. Die
Beweise der getroffenen Aussagen sind dann jedoch sowohl komplizierter, als
auch langwieriger und werden deshalb in diesem Vortrag nicht behandelt.
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