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Uberblick

 Der Kaffeetasseneffekt —was ist das?
 Einige (nicht-numerische!) Experimente

« Modellierung: Lineare Elastizitatsgleichung
* Numerik: FEM

« Testrechnungen

 Untersuchung von Eigenschwingungen
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Das Problem

Was mach®
ich blofd fir
Uttendorf?
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Die Versuchsreihe

Wie Kklingt eine Kaffeetasse mit...

heilem Kakao?

1. Nix? e
2. kaltem Wasser? E@z:'
3. heiRem Wasser? (e
4. kalter Milch? ({E
5. heiRer Milch? ({E
6. ({E
7. (e

Cappuccino?
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Spektrogramme

Leere Tasse
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Spektrogramme

Kalte Milch

Frequency [Hz)
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Beobachtungen

Heil3e Milch, Kakao & Cappuccino: Frequenzerh6hung im Laufe der Zeit

Grund fir die Frequenzanderung
Temperatur?
Nein! (- Heil3es Wasser zeigt keine Frequenzerhdhung)

Veranderung der Oberflachenform durch das Umrthren?
Nein! (= Gegenversuche)

Vermutung: Veranderung der Schallgeschwindigkeit
In Milch durch Unterrtihren von Luftblaschen

In Kakao/Cappuccino Effektverstarkung durch
geloste/schwebende Teilchen
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Das Ziel

* Modellierung von Tasse + Flussigkeit
— Kartesische Koordinaten
— Zylinderkoordinaten

« Extraktion der Eigenfrequenzen

 Untersuchung der Relation Schallgeschwindigkeit — Eigenfrequenz
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Das Modell

Gleichungen aufstellen...
1. Tasse

2. Cappuccino

3. Beides zusammen

Diskretisierung mit finiten Elementen
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Das Modell: Tassengleichung

Modelliere Tasse als deformierbaren Festkorper

Q\

v

 Injedem Punkt x € €2 3 Freiheitsgrade:

-

Auslenkung

u=ultr) Rt xQ —R3

 Gesucht: Gleichung fir u

« Annahme: u klein
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Tassengleichung Il —= Spannung und Dehnung

» Betrachte kleines Volumenelement in Ruhelage (u = 0)

 ,Spannung* auf Seitenflichen === > Element dehnt sich

Kraft Gedehntes
Spannung O = - Volumen- B
Flache element _---"~ /
- /
;- - /
. /
Richtung K /
' /
Flache / /
. O- y / /
Kleines \, )/ /
oYY , /
dy| Volumen- o> , y
element R L Oy
r__--m7T ‘ '8 ~d
dx u=20 8161:
d
s,
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Tassengleichung Illl - Hooksches Gesetz
. 1
» Definiere Dehnungen €ij = 5 (8 u; + 0; uz)
€xxr Cxy Cxz 1 -
« Definiere Dehnungstensor € = | eyz €yy €yz | = =5 (Vu + (Vu) )
€zx €Ezy €zz
( Oxx Oxy Oxz
« Definiere Spannungstensor ¢ = | oyz Oyy Oyz
\ Ozx Ozy Ozz }

« Hooksches Gesetz: o= Ce O R3%3 L R3%X3 Jinear
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Tassengleichung IV — Elastizitatsmodul
und Poissonzahl

 Porzellan ist isotrop und homogen
« Die elastischen Eigenschaften werden durch 2 Konstanten beschrieben

Querschnitt q J— Ad
- |
D —_—
F
Pl L -
) L+ AL "
AL/L ™ ez REALIL T ens
Elastizitatsmodul Poissonzahl
Querkontraktonszahl
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Tassengleichung V — Explizite Darstellung
des Hookschen Gesetzes

« Spannungstensor € und Dehnungstensor o sind symmetrisch
== Nur 6 unabhangige Komponenten
* ,Voigt-Notation“ von Hookschem Gesetz ¢ = Ce:

((ozx\ [ A+20 A A \ [ €xx
Oyy A A4 2u A Eyy
Ozz . A A A —|— 2,LL €zz
oyz | 21 €yz
Oxz 2# €xrz

\ Oy / \ 2p ) K €xy )

it A= by R p—
M A= A Fya—20) "™ P T a1
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Tassengleichung VI — Dynamik

Betrachte Volumen V
e Gesamtkraft auf das Volumen:

/ g-ndS(r)z/ div o dr
oV |4 g-n

o Gesamtimpuls des Volumens:

ou
—d
/Vpc‘?t ’

« Kraft = Ableitung des Impulses nach der Zeit
divodr = ——dr
Javea= .o

 Dadies fir alle Volumina qilt:

U _ v o = div (Ce) = div (CVu)
—_ = o= €) =
ot2 - -

,Lineare
Elastizitatsgleichung*
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Was man damit so machen kann...
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Das Modell: Capucchinogleichung

Allgemeine Gleichung fur FlUussigkeiten: Navier-Stokes-Gleichungen

|
o

Op ,
ot + div(pv)

v=v(t,r): RT x Q — R3 Geschwindigkeit
p=p(tr):RT xQ >R Dichte
p=ptr) :RTxQ >R Druck

Annahme: v, p’, p'klein, p=po+ D', p=po+ ', po und pg const.
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Capucchinogleichung Il

Einsetzen und kleine Terme vernachlassigen:

poa—V—I—Vp/ — 0 Navier-Stokes
o ot oD oty V) =
-, Trodiv(v) = 0 P div(pv) =
2. Gleichung nach ¢ ableiten und die 1. Gleichung einsetzen:
(92,0/
Ap' =0
5.2 + Ap
Weitere Linearisierung: p’ = dp o =c?p , c,Schallgeschwindigkeit*
dp|p=pq
82 /
Somit 8tg + PAp = ,Wellengleichung"
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DEMO
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Capucchinogleichung Il

Die Wellengleichung kann auf die Elastizitatsgleichung zurickgefthrt werden!
Angenommen, u erflllt

po——n = KV(divu)

Dann erfullt divu
92 . d2u ,
poﬁ(dlv u) = div <p0@> = KA(divu)

Mit p’ = —K divu und der ,Kompressibilitat* K = p002 ergibt sich

82p/
ot2

—+ czAp’ =0
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Zusammenfassung
2
Tasse o“u _
o2u _
Pegz = div (Ce Vu)

Randbedingungen:

Vorgeschriebene Spannungen,
(Neumann-RB)

(CVu) - n=g
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Diskretisierung

 FE-Diskretisierung im Raum

d%u | &
oY _Su o B

772 OB

M Massenmatrix, S Steifigkeitsmatrix
MATLAB PDE Toolbox J B

« Umwandlung der ODE in System 1. Ordnung ..

o)=L 2 D) (e 15

« Explizites Eulerverfahren in der Zeit
u"tl =u" 4 dt-v?
vitl =y gt M~ 1su™
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Testrechnungen

« Materialkonstanten

Porzellan:  pe = 2400i3 . E=70GPa, v=0.19
m

Wasser:  pf = 1000% ,

a) ¢=1500" b) ¢=500"
S S

 Randbedingungen kraftefrei — bis auf einige Mikrosekunden:
Gaussformiger Impuls (,Loffelklopfen®) am Tassenboden

t=01Tpyge t=03Tpyge 1=05Tpyise 1=0T7Tpyise t=0.9Tpy|se

Tassenboden

O ottt 5% LTI, 5 % p 59 Wt 5 % ot

9
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Testrechnungen
a) ¢= 15002 b) ¢= 5002
S S
t= 0.000000 t= 0.000000

.
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Bestimmung der Eigenfrequenzen

. . 52u
o Zur Erinnerung: Raum-diskrete Form Mdt—2 = —Su (1)

 Ld&se verallgemeinertes EW-Problem Su,, = A\, Mu,

e Mund S positiv definit
- (uy) bilden Orthonormalsystem und Ap, > O

« Allgemeine LOsung des Problems (1):

n

 ,Eigenfrequenzen® kn =V An

« ,Eigenschwingungen* up,
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Einige Eigenschwingungen bel ¢c=1500 m/s

7277 Hz 3587 .24 Hz 4021.83 Hz

453257 Hz 537446 Hz B940.67 Hz

.
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Einige Eigenschwingungen beil ¢c=500 m/s

1160.54 Hz 1433.89 Hz 1793.590 Hz

229878 Hz 2363.59 Hz 2544 43 Hz

.
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Eigenfrequenzen in Abhangigkeit
der Schallgeschwindigkeit
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Entwicklung eines Zustands in Eigenfunktionen

du
Gegeben: Zustand zur Zeit t =tp: (u,v) (V = E)

n

n

Mit Z] — <u(t0),uj) _|_ Z<V<t2)auj> — Oéjei(kjto—l—('pj)
J

ergibt sich a; = |z

p;j = ard(z;) — kjto
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Eigenschwingungen der angestolienen Tasse

= QUOOO000

,Normale* Simulation

>

bis t = Tpyise

Horbarer Ton

s(t) = Z an Sin(knt + ©n)

Entwicklung in
Eigenschwingungen

Frequenzspektrum
(kna Oé'n,)
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Frequenzspektrum in Abhangigkeit der
Schallgeschwindigkeit
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Eigenfrequenzen in Zylinderkoordinaten

2‘5::{1{}

-
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—
T
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Frequenzspektrum in Zylinderkoordinaten

Frequency [Hz)

g!][] 1000 1500
Speed of sound [mJs]
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Zusammenfassung

 Vermutung zur Entstehung des Kaffeetasseneffekts

—  Variationen der Schallgeschwindigkeit innerhalb der
FlUssigkeit durch aufsteigende Blasen etc.

 Modellierung von Tasse und Flussigkeit durch lineare
Elastizitatsgleichungen

 Abhangigkeit der Eigenfrequenzen von der Schallgeschwindigkeit
—  Hohe Schallgeschwindigkeit = hohe Eigenfrequenzen

o Kaffeetasseneffekt qualitativ erklart
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