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Zusammenfassung: Beim wichtigen indngiiellen Prozess des Einsatzhiitens wemden die Phasennmwandlongen im
Stahlbarteil wesentlich doch die inhomegene Kohlenstoffverteilung (in Randnéhe) beeinflosst. Daneben spielt dev
Temperatorverlant eine grole Rolle. Eine Modelliemng der ablavfenden Phinomene muss daher die Diffusion des
Kohlenstoffs im Anstenit, die Wiarmeleitong sowie die méglichen Phazenumwandlungen bericlkschtigen. In dieser
Arbeit wid das mechaniche Verhalten (Thermoelastizitit, klassieche Plastizitdt, Umwandlongsplastizitit) nictt
beriickeichtigt. Als Emebniz wird eine Rand-Anfangewert-Acfgabe fir ein geloppelies System von zwel
parabolischen partiellen nnd mehveren gewdhnlichen Differentialgleichnngen erhalten.

Abstract: Doning the important indostrial process of cas hadening, phase transformations in a steel work-piece ae
essentially influenced by [non-homogeneons) carbon distribotion (near the boondary). Moreover, the temperatuie
conrse plays a great wle. Theetore, a modelling of the cccoring phenomena has to take diffosion of carbon in
anstenite, heat condoction and possible phase tianstormations into acconmt. In this note we do not deal with
mechanical behavioor (thermoelasticity, classical plasticity and tmanfommation-indoced plasticity). A= a esolt we
obtain a boondary-initial-valoe problem for a coopled system of two pambolic partial and several ordinacy
differential egnations.

Schliisselworte: hModellierong, Stahl, Binstzhiten, Kohlensofidiffnsion, Phazennmwandlongen
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1 Einfiihrung

Ziel ist es, auf makroskopischer Ebene die Kohlenstoffdiffusion im Stahl in Wechselwitkung mit
ferritischen Phaserumwandlungen und der Wirmeleitung zu modellieren. Diese Sitation finder
sich zB. beim industriellen Prozess des Aufkohlens von Stahlbawateilen mit nachfolgendem
Abschrecken, dem sogenanmten Einsarzhirten, wie auch bel Umwandlingen in Stahlbauteilen
mit {vorgegebener) inhomogener Kohlenstoffverteilung. Ebenso wire ein Entkohlen vor der
Abschreckung, bei dem die Randschicht eines Bauteiles Kohlenstoff an die Umgebung vetliert,
eine Situation, die sich mit dem hier vorgeschlagenen Modell beschreiben liefle. Es sei 2. B. auf
folgende aktuelle ingenieurwissenschattliche Arbeiten [1, 2, 18] zu den Themen Aufkohlen und
Einsarzhirten verwiesen. Bekanntlich finden Autkohlen und Abschrecken anf unterschiedlichen
Zettskalen statt. Insbesondere bei gréferen Bauteilen mit grofier Einsatzhirtetiefe kann dec
Aufkohlungsprozess mehrere Stunden davern [1B]. Da die Diffusion des Kohlenstoffs stark
temperaturabhidngig ist, kann ein Echdhen der Autkohlungstemperatur von z.B. 950°C auf
1050°C die Autkohlingszer um die Hilfte verkiirzen. Bei diesem Hochtemperaturautkohlen
wird verschiedentlich eine isotberme Umwandlung nach der Aufkohlung und vor dem
Abschrecken durchgefiihet, um ein hinceichend feinkdrniges Gefiige zu erreichen (vgl. [18] und
die dort zitierten Quellen). Zu Fragen bezliglich der Werksoffkunde won Stahl, der
Phasenumwandlungen und der Wirmebehandlung verweisen wic 2. B. auf [3, 5, 8, 9, 12, 14, 17,



19, 21-2%3]. In dieser Arbelt witd das mechanische Verhaken (zB. Thermoelastizitd,
Umwandlungsplastizitit, Plastizitdt) aus Griinden der Ubersicht nichr beriicksichtigt. In [1, 2, 17,
18] wird der Vermug von Bauteilen im Zusammenhang mit Aufkoblen und Einsarzhirten
untersucht, wobel in [1, 2] Rechnungen mit dem kommerziellen Programm SYSWELD®
durchgefihrt wurden. Fir die Modellierung allgemeinen Materialverhaltens von Stahl mit
Phaserumwandlungen und Umwandlungsplastizitit sel auf [17] sowle auf [24, 26-28] — doct
ohne zusitzliche Kohlenstoffdiffusion - verwiesen.

Bei der mathematischen Modellierung von Diffusion, Wirmeleitung und Phasermimwand lungen
erhalten wir ein gelmppe]tes System aus den parabolischen partiellen D]ffercntla]g]elclmngcn fiic
die Diffusion des im Austenit geldsten Kohlenstoffs und fir die Wirmelelung sowie aus
gewdhnlichen Differentialgleic hungen filr die Phasenumwandlungen.

Obwohl wir in dieser Arbeit speziell das Einsatzhdrten modellieren, lassen sich die Ansdtze auch
auf allgemeinere Siationen anwenden, bel denen Diffusion und Phasenumwandlungen oder
Mizschungen eine Rolle spielen. Es sei angemerkt, dass in dieser Arbeit makroskopische Modelle
betrachter werden. Insbesondere geben wir nicht auf die Meso- und Mikrostruktur des Stahls und
seiner Phasen ein. Stichwore wiren hier z.B. Kérmer und Korngrenzen, lokale Kohlenstoff-
diffusion bei der Ferrit- und Perlitbildung. Die von uns verwendeten Grofien wie Phasenanteile
und Massenanteile stellen Durchschnittswerte iber niclt zu kleine Volumina, den sogenannten
wreprisentativen Yolumenelementen®™ (RVE), dar {vgl. z.B. [4, 10, 11, 31]). Eine detaillierte
Modellierung, die zB. Diffusionsvorginge auf der Mesoebene beriicksiclrigr, erfordert
zusitzliche Grofen und Gleichungen. An verschiedenen Stellen der Arbet geben wic
entsprechende Ausblicke.

Im Punkt 2 werden nach grundlegenden Annahmen die am Prozess beteiligten Phinomene wie
Diffusion des Kollenzoffs im Awstenit, Wirmeleitung und Phaserumwandlungen im Stahl
bezchrieben. Danach werden im Punkt 3 die im unlegierten untereutektoiden Stah] ablaufenden
Umwandlungen des Austenits besclrieben. AnschlieBend wird im Punkt 4 das mathematische
Gesamtmodel] zusammentassend formuliert.

2 Makroskopische Modellierung - Grundlagen

2.1 Phinomenologische Annahmen

Um das Problem einzugrenzen, seien folgende Annahmen getroffen:

1. Es erfolgt eine makroskopische Modefficrung, wobel der Stah] als keexistierende Mischung
seiner Phasen angesehen wird, die ihrerseits nicht diffundieren, sondern am Ot ilires Entstebens
verbleiben (vgl. z.B. [26, 27]). Die Mesoebene wird nur so weit berlicksichtiz, wie es filr die
makroskopische Beschreibung nitig erscheint. Die Auswahl der miéglichen auftretenden Phasen
geschielt vorndmlich aus makroskopischen Erwdgungen, so z.B. wird Perlit als eine Phase
betcaclter, obwoll er ein Gemisch aus Ferrit und Zementit ist.

2. Wir beschrinken uns auf ferritische Umwandlungen, d.h., zu Beginn des zu modellierenden
Prozesses liege nur Austenit vor, der sich bei entsprechenden Bedingungen in die ferritischen
Phasen umwandel. Riickumwandlungen werden bis auf die des Ferrits in den Austenit oberhalb
der eurektoiden Temperamar hier nichs betracltet. Zum einen scheint das gerechtfertigt, da bei
Abschreckprozessen die Temperatur rasch sinkt und die latenten Wirmen 1.A. keinen groflen
Beltrag zur Wiedererwirmung leisten, zum anderen kdnnen wir Umwandlungen zwischen
Austenit und Ferrit vor dem Abschrecken berlicksicltigen, die bei praktischen Anwendungen
eine Rolle spielen (vgl. 2.B. [1R]). '

3. Da im Ferrit mur wenig Kohlenstoff gelds ist, betrachten wic nur die Kohlenstoff-Diffusion

durch den Austenit, nicht ducch die ferritischen Phasen. Die mesoskopische Diffusion des
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Kohlenstoffs, 2 B. bei der Bildung des Perlits taucht nicht in der makroskopischen Modellierung
auf, da Perlit hier als eine Phase betrachtet wird. Bei der Bildung der ferritischen Phasen wird dec
dort befindliche Kohlenstoff einer welteren Diffusion {durch den Austenit) entzogen und liegt
dott ,fest™.

4, In der Warmelertungsgleichung werden mur durch Phaserumwandlungen hervorgerufene
Quellen und Senken beriicksichtigt. Des weiteren werden Uberkreuzeffekte zwischen Diffusion
und Wiarmeleitung {vgl. 2.B. [16]) vernachlissigr, dasie im Stahl keine Rolle spielen.

5. Die Phaserumwandlungen hingen wesentlich von Temperatur und Kohlenstoffgehal ab. Um
die Anzahl der mdglichen Phasen zu begrenzen, erscheint es zweckmilig, Temperatur- und
Kohlenstoftbereiche anzunehmen, die nicht verlassen werden. Durch das entsprechende Eisen-
Kohlenstoff-Diagramm (vgl. zB. [14, 22, 23]) werden dann die méglichen auftretenden Phasen
festzelegt. Wir beschrinken uns auf den untereutektoiden Bereich und auf unlegiernte Stihle (vgl.
Punkt 3).

6. Da sich die Dichten der einzelnen Phasen im Stahl {(fir gleiche Temperaturen] mur wenig
voneinander unterscheiden {(im Bereich wvon hichstens 1 bis 2 Prozent), setzen wic zur
Vereinfachung Massen- und Volumenanteile der entsprechenden Phasen gleich {vgl. [25]),
ocbwohl die Dichteinderungen zwischen den Phasen den ¥eramug von Stahlbauteilen verursachen
kénnen. Beim Auflcohlen selbst sind die Diclteinderungen eine wesentliche Quelle des Yerzugs
(vel. [1]).

7. Die mechanische Bewerung wird in dieser Arbeit vernachldssigt. Damit kann mit dem unten
vorgeschlagenen Modell kein Verzug, z.B. im Zusammenhang mit dem Einsatzhiren,
beschrieben werden, wohl aber die Phasenzmusammensetzung und somit auch die Hime. Zuc
Beszchreibung des Verzugs wire eine Hinzunahme von Bewegungzglkichung und mechanischen
Materialgesetzen (z.B. Thermoelastizitdt mit Phasenumwandlungen und Umwandlungsplastizité
sowie ggf. auch klassischer Plastizitit) erfordeclich, was weiteren Untersuchungen vorbehalten
ist. Zur Modellierung des mechanischen Verhakens won Stahl unter Einschluss von
Kohlenstoffdiffusion, Phaserumwandlungen, Umwand lungs- und klassischer Plastizitédr sei auf
[17], sowie auf [24, 26-28] {ohne Kohlenstoffditfusion) und die dort zitierte Literatur verwiesen.

2.2  Modellieming der Kohlenstoff-Diffusion im Austenit

Wir betrachten die Diffusion in einem Festkdrper, der nur kleinen Deformationen unterliegr, und
in dem durch die Diffusion ein fixletes Volumen sowie seine Masse nur unwesentlich verindert
werden, Im Falle endlicher Deformationen iz der Kalklll der Picla-Transformarionen
anzuwenden (vgl. z.B. [13, 30]). Es werden N 2 2 Phasen von Relevanz betrachtet, dabei erhake
der Austenit stets den Index 1. Wir betrachten ein reprisentatives Yolumenelement (REY] V am
Punkt x={}, wobei das {3-dimensionale) (Gebiat {2 das Werkslick bezeichne. Die Masse des sich
in ¥ befindlichen und in der Phase i {i =1, ..., Nj gelosten Kohlenstoffs sei mit m.i bezeichnet.
Dann definieren wir die Masenkonzentration (= Partialdichte) des in Phase 1 geldsten
Kohlenstoffs im Gesamnofumen V in x, zum Zeitpunkt t, darch

1 - .
(2.1) caln, 1) i= 5 J Peil® £, ¥) Bl 1, ¥) dy i=1..N,
¥

wobel v die charakreristische Funktion der Phase 1 in ¥ und pei die mikroskopische
{mesoskopische) Massenkonzentration (Partialdichte) des Kohlenstoffs in der Phase 1 seien. Der
Volamenanteil p; und der Massenanteil y; der Phase i sind entsprechend definiert als

1 .
{2.2) pi{% t) !=§fTi{L t, ¥l dy i=1,.., M,
v



if% th .
(2.3) wits, 1) =50y i=1, .. N,
wobei p die Massendichte des REY und p; die Massendichte der Phase i in ¥ seien. Dann st
natlitlich die Summe aller ¢y gleich der Gesamrmassen-Konzentration des Kohlenstotfs im Stahl.
Sei I, die Diffusionsstromdichte des sich im Austenit befindlichen Kohlenstoffs (bezogen auf
dar Gesamtvolumen). Dann gilt die Diffusionsgleichung

(2.4) L pdivIg=f in Qx]0, TI,
wobael f die noch zu bestimmende Quelldiclhte ist, T = 0 sel die Prozessdaver. MNach
Yoraussetzung 3 aus 2.1 diffundiert der Kohlenstoff nur im Austenit. Somit erscheint die
folgende V ariante des Fickschen Gesetzes sinnvoll

Cgi

(2.5) Jei=—daf{ ) p1 VY P_l:l

Dabei ist d; die temperaturabhingige Diffusionskonstante des Koblenstoffs im Austenit. Die
Anwesenheit des Volumenanteils p; unter dem Gradienten ist mit folgendem Argument zu
motivieren. Die Annahme eines drtlich konstanten ¢ bei ortlich nicht konstantemn p; filbet zuc
Diffusion, da dann die Kohlenstoffkonzentration im Awstenit nicht konstant sein kann. Dec
Yolimenanteil vor dem Gradienten besagt, dass die Diffusion nur im Austenit stattfinden kann.
Die Gleichung (2.5) liest sich dann wie folgt
'35:' — div({da(8) p; V¢ ; =1 in {2x]0, TI.

Wir bestimmen man £ Bildet sich eine Phase aus dem Austenit, z.B. Fecrit, so wird der in dieser
Phase befindliche Kohlensoff der Diffusion {im Austenit) entzogen. Fir unsere Situation, in der
sich die ferritischen Phasen nur aus den Austenit und in diesen zutlickverwandeln ki nnen, gilt:

N

Jegj

_ e Ty
(2.7 f=—% 2
Das negative Yorzeichen in {2.7) wird gewihk, weil ein Anwachsen der Phase | die Masse des

im Austenit befindlichen Kohlenstoffs (begigfich des Gesamnvofwnens) verringert. Wi
bemerken, dass ohne C-Diffusion aus (2.6) und (2.7) die Beziehung

N Fe
Ll
(2.8) p a =0

j=!

(2.6)

j=2

folgt, was ja bedeutet, dass sich die Gesamtkonzentration des Kohlenstoffs bei fehlender
{makroskopischer) Diffusion nicht dndert. Alternativ kSnnen wir die Groflen cy durch den
Massenanteil des Kohlenstoffs u; {:=Quotient der Massen] in der Phase j und dem Massenanteil
y; der Phase ] {in der Gesamrmasse) ausdriicken. Aus den Definitionen dieser Grofien folgt dann
leicht:

{2.9] Cg = FI Ugj "PJ‘
Somit folgt aus (7)) und (2.9) fiir den Quellterm

< &8
(2.10) f=-p X 504 )

=2
Die Beziehung (2.10) gilt wegen (2.9 auch fiir eine nicht konstante Gesamrdichte p, wobel dann
ein Standardargument ({Zeitableitungen von speziellen Volumenintegralen] zu verwenden ist
fvgl. z.B. [13, 30]). Als Resimee von (26) und (210) erhalten wir eine inhomogene
Diffusionsgleichung fir ¢,



accl Ccl

— div(da(8) p, V(—

(2.11) =—p Z‘, —{ch W) in {2x]0, T[.

Pl —Lot

: i=

Mach Annahme 7 aus 2.1 wollen wir niclt zwischen Massen- und Volumenanteil einer Phase im
Stah]l unterscheiden. Somit verwenden wir ndherungsweise

(2.12) Pi=Pi =Wy

und sprechen nur vom Phasenantei]l p;. Die Randbedingungen kdnnen wie folgt modelliert

werden. Sei cor die duBere Massenkonzentration, also die Masse des Kohlenstoffs pro Yolumen
im umgebenden Medium. Auf einem Teil des Randes wihlen wit die Dirichlet-Bedingung

(2.13) ';i‘ - auf Fex]0, T,
D|
sowie auf dem Komplement Iy ;= &{2\ I eine Robin-Bedingung
d Ce
(2.14) Ta v =— dut®) py a—{ ) =8.(8)pi { P—ll —cer) auf F,x]0, T

Hierbei =ind: v — Halerer Norma]envekmr an &€}, & — temperaarabhdngiger Diffusions-
Uiber gangskoeffizient fiir Koblenstoff in den Austenit. Die Anfangsbedingung ist

{2.15) Ca (%, 0 = copafx) fiir =L}

mit der Anfangskonzentration cqp. Statt mit der Grille ¢ wird off mit dem Massenanteil des
Kohlenstoffs im Austenit uy gerechnet. Wegen (2.9), (2.12) und der angenommenen Konstanz
der Dichte p ergibt sich aus {(2.11) (beaclhte auch (2.7))

& ) 1o dcg :
(2.16) a_tfpl Uey) — divida(8) p1 ¥iug)) = Zat'[ucj pj) == 2 a in {3x]0, T[.

Je nach ZweckmilBigkeit witd dann mit dem Quellterm in der einen oder anderen Form
gearbeitet. Der Zusammenhang (2.9) lieferr auch die Randbedingungen fic v, ndmlich anstelle
von {2.13)

(2.17) oL = Cipr auf Fox]0, T,
sowie anstelle von (2. 14

@18 - da®) o) = 8u®) o =) auf Fix]0, T,
sowie die Anfangsbedingung

{219 1o {x, 0) =0 0] fiir xe(}.

Bemerkungen 2.1. (I) Verschiedentlich werden weitere Grif3en definiert, um eine Modellierang
zwischen der Makro- und Mikro- {Meso-) Ebene zu ermé glichen. So wird z.B. durch

(2.20 peit, 1) —tJ" ¥i% 1, y) dy J” Pt T, 3) 100, 1, 3) dy

im Unterschied zu (2.1) die Massenkonzentration (= Partialdichte) des in Phase 1 geltsten
Kohlenstoffs im Teilvohamen von ¥, das die Phase i einnimmt, definiert {,intrinsic phase
average of pg,.). Wir verweisen auf [4, 10, 11, 31] fir weltere Diskussionen.

(D) Wird eine Diffusion des Kohlenstoffs durch die anderen Phasen berlicksichtigt, so ist analog
zu (2.6 fir jedes ¢, eine Diffusionsgkiclung aufzustellen:



Ges _ div(da(8) pi ¥( % =1 i=1,..N in {1x]0, TI.
Wird — im Gegensatz zu unserer Annahme 2 aus2.1 — prinzipiell jede Phaserumwandlung i — j

(1% ]) zulassen, dann knnen wir der Umwandlung 1 = ] eine Kohlenstoffsenke — f; (f; = 0) {aus
der Sicht von i) zuschreiben. Dann lauter die rechte Seite £ in {2.21):

(2.21)

N M
(2.22) fi=— X+ Xi

j=Lj#i j=Lj#i
Dabei sind die f;j fir die einzelnen Umwandlungen aus gesonderten Uberlegungen (z.B. Fe-
Fe:C-Diagramm, s. z.B. [14, 22, 23]) zu bestimmen. Die Summe der fi von 1 bis N ist gleich
null, was damit konsistent ist, dass die Gesamtkonzentrarion keine Quellen und Senken hat. Das
Meodell (2.21), (2.22) kann wesentlich allgemeinere Sitwationen als die in dieser Arbelt
betracltete beschreiben, nimlich die Diffusion einer {schwach konzentrierten) Substanz durch
eine Mischung bzw. ducch ein Material, das Phasenumwandhangen unterliegt. Gegebenentalls ist
dabel zwischen Massen- und Yolumenanteilen der Phasen zu unterscheiden.

(i) Bel Anwendungen (z.B. in der Werkstoffiechnik) wird oft anstelle der Massenanteile u;; mit
den Massenprozenten gerechnet, die sich pach Multiplikation der vy mit 100 ergeben.

Gegebenenfalls sind die obigen Gleichungen sowie die Anfangs- und Randbedingungen
entsprechend zu korrigieren.

2.3  Modellieming der Wirmeleitungsgleichung

Es soll nun die Wirmeleiungsgleiclung im Zusammenhang mit der Kohlenstoff-Diffusion im
Austenit und den Phaserumwandlungen betrachter werden. Somit haben wir fiir die Temperaruc

§ die parabolische Gleiclhung (vgl [13, 26, 27]) (. stelt fir (Ve ., Ua))

(2.23) pe.® - divik¥8) =p Zuuc ) pi%, in £2x]0, TI.

Zur Abklirzung seien die Zeitableitungen {gewdhnliche wie partielle] auch mit einem Strich
bezeichnet. Die Bezeichnungen selen: p - Diclte {allzemein die in der Referenzkonfiguration,
somit nach Annahme 2 aus 2.1 die des Austenits zur Anfangstemperatur 8 und zur
Anfangskonzentration des Kohlenstoffs im Austenit uqe), oo - spezif'lsche Wirme, ® -
Wirmeleitfihigkelt, L - latente Wirme der Umwandlung des Austenits in die Phase 1 (i =2, ..,

m). Fir k und c. schreiben wir Ansitze mit Mischungsregeln beziiglich der Phazenanteile:

{2.24) Ce{ue, B, p) ==

uCI! Pi!

= ||' Mz

(2.25) K{u, 8, p) : Z ki v, 8) pi,

Wir wihlen folgende Anfangs- und Randbedingung:

(2.26) B(x, 0) = Bot'x] in €2,
(2.27) - (3 8, p) 92 =Bt B, p) (B - B0 auf 8010, T,

mit der Anfangstemmperatur fp, der Temperatur des umgebenden Mediums 8 sowie dem

Wirmelber gangskoeffizienten 8¢, der gegebenentallz auch nach einer Mischungsregel analog zu
{2.24), (2.25) zu berechnen ist.



24 Modellieming der Phasenumwandlungen — allgemeiner Ansatz

Wir gzehen von einem recht allgemeinen Ansatz der Modellierung aus, der viele bekannte
einschliefit {vgl. z.B. [29]). Der Vorteil dieses Herangehens besteht darin, sich niclt von
vornherein auf bestimmte Umwandlungsgesetze wie = B. die von Jobnson-Mehl-Avrami oder
von Leblond-Devaux festlegen zu miissen (vgl Bemerkung 2.2 und 2.B. [6-9, 15, 20, 21] und die
dort zitierten Quellen). Ebenso werden die Konkretisierungen fiir unsere Situation spiter
vorgenommen. Wit nehmen an, dass fir den zu modellierenden Prozess (z.B. Absclrecken eines
untereutektoiden Stahls) N = 2 Phasen unterschieden werden. Dann gelten fiir die Phasenanteile
pj die allgemeine Bilanz sowie die Nicht-Negativitt:

I8
(2.28) 2 pin=1 in Qx]0, T[,

i=1
(2.2 pi{x 120 firi=1,.., N in {x]0, T[.
Wir bezeichnen mit p; den Phasenanteil des ﬁustemts, mi p» den des Ferrits und mit pa bis py
die der {ibrigen Phasen, wobel py der des Martensits sel. Aufgrund der Annahme 2 aus 2.1

kénnen in unserer Situation nur die Phasenumwandlungen
{23{}:] P1 —}Pj __]=2, N, Pz —}Pl

stattfinden. Dabei kommen der Temperatur € und dem (Gesamt-) Koblenstoffmassenanteil u
eine bestimmende Rolle zu. Wir formulieren zwei wichtige allgemeine Annahmen fr
Phaseramwandlungen im Stahl {vgl. [6,20,21] und die dort zitlerten Quellen).

{2.31) Zu jedem 8 und u gibt esGleichgewichtzanteile Ejl[ﬁ, u) {1, .., N), die sich
{bei konstanten € und u) nach hinreichend langer Zeit einstellen.

{2.324) Die Umwandlung i=] (i#])ist our miglich, falls  p;i> Ei und pj < F_:IJ
Die Umwandlung pi = p; {1+ ]} geschebe mit der Bildungsrate a;; (aus Sicht von pj), also

{233:] Pj,=ﬂij {ﬂij :_"ﬂ:l,

falls die Umwandlung méglich ist, also neben (132) auch Temperatar und C-Gehak
entsprechend sind. Wie Giblich sei die Heaviside-Funktion H durch

{2.34) His) :=0 fice<0, His) =1 flice>0

definjert. Gestitzt auf (2.32), (2.33) schreiben wir folgende Differentialgleichungen fiir die
gemdll (2.30) mt‘:g]ichen Phasemamwand langen {vgl. [29] fir avstihcliche Darlegungen)

(2.35) Zﬂu — pu) Hip; - pj) Gyj+ a2 Hip=— p2) Hip, —p1) G2,
i=2
{2.36) p2" =a;» Hip, —p1) H{p2— p=) G 12— a» Hip>— p>) Hip, —p1) G2
{2 3?:] PiazﬂliH{PI_PlJH{P PJG’h ]=3 ,N

Dabei seien die Gj; von Temperatur und Kohlenstoffgehal abhingige Schalterfunktionen fiir die
Umwandlungen i = j. Diese Schalterfunktionen werden spéter als charakteristische Funktionen
von bestimmten Gebieten definiert, die Bereiche fiir Temperatur und  Kohlenstoffgehalt
beschreiben, die durch das Fe-FeiC-Diagramm (vgl. z.B. [14, 23]) festzelest werden. Die
Gleichung (2.35) beschreibt die Umwandlung des Austenits in die ferritischen Phasen sowie die
Rickumwandlung des Ferrits in den Austenit, die Gleichung (2.36) beschreibt Bildung und
Zerfall des Ferrits, wihrend (2.37) die Bildung der (ibrigen ferritischen Phasen aus dem Austenit
beschreibt. Die Heaviside-Funktionen in {2.35) - {237) bericksichtigen die Bedingung {2.32).
Die a; werden entsprechend den konkreten Verhiltnissen angegeben, hierzu gibt es verschiedene
Ansitze (z.B. den von Johnson-Mehl-Avrami fir diffusionsgesteverte Umwandlingen oder den
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von Koistinen-Marburger fiir die martensitische Umwandlung). Wir wililen einen allgemeineren
Ansatz (vgl. [29] fir ausfiibrliche Darlegungen sowie die Bemerkungen 2.2).

(2.38) aj:=(ej{f, u) + pj:lrﬂr‘ﬁ’ fe) (pj— ijgu(ﬁ, fe) il 0, ue) by, uel)

Dabei soll fiir die Parameter ey, j, i, gijund by gelen:

(239 &;20, 1»>r; 20, si= 1, gi=0h;20 fir alle zuldssigen Argumente,
(2.40) b0, ua) =1 furj=2,...,N-1, [ 0°, ugy) =0 fucr =0

Somit wiren fir die isothermen diffusionsgesteverten Umwandlungen i = j (j # N) vier
Parameter zu bestimmen, entweder aus Dilatometerexperimenten fiic verschiedene relevante
Siwationen oder aus speziellen Umwandlingsdiagrammen {vgl. [2%]). Ofimals sind die
Umwandlungen nicht isotherm, so dass ein weiterer, von der Temperatucinderung §° abhingiger
Parameter [y hinzutreten kann {vgl. [6, 7, 15]). Wit bemerken nocly, dass es wegen (228) geniigt,
mar N — | Differentialgleichungen zu berrachten. Wir werden daher welter unten nur {2.36) und
{2.37) konkret beschreiben. In unserer Situation, beschrieben durch die Annahme 2 aus 2.1,
werden die folgenden Anfangsbedingungen fir die Phasenanteile hinzugefigt.

(2.41) pilx, 0) = 1, pix, 0)=0 firj=2, . N.

Bemerkung 2.2 Bekannte Modelle fiir Phassnumwandlungen im Stahl ordnen sich in den
obigen Ansaz (235) — {1.37) ein. Das von Leblond und Devaox [20] vorgeschlagene lineare
Modell lautet fiir die Bildung der Phase j aus der Phase i (unter der Bedingung (2.32))

(2.42) P = E{fj&

wobel der nicht-negarive Parameter t;; die Dimension einer Zeit hat und die Geschwindigkeit der
Umwandlung charakterisiert. In diesem Fall kann in den Gleichungen (2.35) — {2.37)

(2.43) aj:=1j
geserzt werden. Das bekannte Modell fiir die diffusionsgesteverten Umwandlungen nach

John=on, Mehl, Avrami und Kelmogoroff (s. z.B. [6, 8, %, 21]) lautet fiir die Bildung der Phase j
aus der i-ten Phase (bei konstanter Temperarar € und unter der Bedingung (2.32))

t

(&)

wobei 7;; > 0 und nj; > 1 temperaturabhingige Parameter sind. Im Falle von konstantern & folgt
aus (244) die Differentialgleichung

(2.44) pfit) = Ej {1 —exp{—{ j“ij(’E']' 1,

nif6) L

(2.45) BiTt) = (pi = RO gy X1 = i) 5 e

Die Anwendung dieser Gleichung fir niclt-isotbermer Umwandlungen ist verschiedentlich zu
ungenay, so dass vielfiltize Modifikationen vorgeschlagen wurden (vgl. = B. [6, 7, 15, 20]). Die
rechte Seite in (2.45) hat rickr die Stuktur wie in (2.38). Diese Stouktur wicd nach einer
Linearisierung des Logarithmus in (2.45) echalten, nimlich

. _ 006 —1,1-—
(2.46) P {t:l=|:pj—pj{tn;iﬁ{ PALY Py ) e



3 Phasenumwandlungen im unlegierten untereutektoiden Stahl

3.1 PFestlegang der Bereiche fir die (makroskopische) C-Konzentration
und die Temperatur

Jetzt sollen die beim Abschrecken konkrer ablaufenden Phasenumwandlungen beschrieben
werden. Um den Modellierungsaufwand in Grenzen zo hahken, beschrinken wir uns auf
untereutektoide unlkegierte Stihle und setzen fir den Gesamtmassenanteil des Kohlenstoffs u
und die Temperarur Folgendes voraus

{3.1) 00,0002 <u <0,008,
(3.2) -100 <8 < 1300 @ in °C).
Kohlenstaffgehalt in Atemprozent [%]
L] 5 (] 1] n %
““ I T L) T L] r L T T L l T T L T [ L L L T 'l
Mok ;'“ﬁ ( Schinaloe + §-Machhrnt dle
el 19
&-Hiscthristalle -
Mushenit Schurur| e
D
Schmelze » =
= Kustenit o |
L Schmwlre + I
s hrd ] ; Primis rementi
= Awitenit :
g [y-Hischbeistallal JE : C
=9
g L0Ex L% BATH
— | |
I Austenit « I Pramar zementit +
| Selunbr temettil « Ledeburit
Ledeburt s =
i Y] i
g I 2 E
Ferrit = r=
I |
Ferrit . il I K
BFF -
mllp A i ]
Ferrit o § Seindirzenentit « | Selaniiirrementit « | Primarzementif «
Peclit & | Perlit I Perlit + I Ledebrarit
64 E | Ledeburd :
L L ii L L L L L |I L L L L L L L L 1 1 L I L L L L L L L L L L L L L
5
] i 1 k] 4 1 b T
G R KohenstofFgehalt in Massenprozent [%]

Bild 1: Fe-FeC-Diagramm (wgl. [14]) mit relevantem Ausschnitt.

Somit betrachten wir {fesen) Stahl, der oberhalb 300 *C (und v und & gemil (3.1), (3.2)) im
Gleichgewicht vollstindig als Ausenit {mit v, = u) vorliegt. Bild 1 zeigt den fiir unsere Zwecke
relevanten Ausschnitt aus dem Eisen-Kohlenstoff-Diagramm {Eisen-Eisenkarbid-Diagramm)
fvgl. z.B. [14, 23]}, der im Bild 2 fiir unsere Zwecke vergrifent dargestellt und mit wichtigen
Bezeichnungen versehen wurde. Die Wahl wvon -100°C als unterer Schranke fir den
Temperaturbereich ist nicht so erbeblich, sie gestattet eine tiefe Abschrecktemperatur. Bei
niedriglegierten Stihlen sind entsprechende Abweiclhungen im Fe-Fe:C-Diagramm zu beachten
fvgl. z.B. [14, 22, 23] und zitierte 'Que]]en]. Die Anfangs- und Randbedingungen (2.22) - {124),
(2.28), (229) sollen zu {3.1) und (3.2) nicht im Widerspruch stehen. Wihrend in der
Werkstoffkunde gewdlhinlich mit Massenprozenten gearbeiter wicd, wollen wir hier aus Griinden
der Konsistenz mit dem Vorberigem bei den Massenameilen bleiben. Wir bezeichnen die
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folgenden Kurven im Fe-FexC-Diagramm als Grapben von Funktionen, die vom
Kohlenstoffgehal u abhingen:

(3.3) Kurve GP: 0 = fzplu) fiir 0 <u <0,0002;
{3.4) Kurve G5: 0 = fizsu) fiir O < v < 0,008
{3.5) Kurve 5E: 0 = f5e(u) fiir 0,8 < v < 0,0206;
{3.6) Kurve QP f = f3p{u) fiir 0 <0 < 0,0002.

Mit fze bezeichnen wir ebenso die sich wnterhalb 723 °C aus thermodynamischen Erwigungen
ergebene fortgesetzte (im Bild 1 gestrichel) Kurve, die den Grenzbereich fiir den Zementit {im

Perlit) angibt. {f:lel::'B:l ist die minimale C-Konzentration im Austenit, bel der noch Zementit [als
Bestandteil von Perlit] gebildet werden kann.) Damit zu Beginn mar Austenit vorliegt, mige
weiter gelten

{3.7) Bol %) = fs{uge(x)) fiir xel},

Wir nummerieren die in unserer Sitvation avftretenden méglichen Phasen wie folgr

Austenit: 1, Ferrit {inklusive des voreutektoiden): 2, Perlit 3,
Baint: 4, Martensit A,

2[el A

1300

"1 G

-100

3 *0,00a2 Ug 1,008 u[Maszenanteil]

Bild 2: Schematizcher Ausschnitt aus dem Be-Fe:C-Diagramm mit relevanten Bezeichnungen.

Des weiteren bezeichnen wir folgende Geblete fir Temperarur und C-Gehalt, mit denen wir
arbeiten, und die den Bereich {3.1), {3.2) in disjunkte Teile zerlegen.

{3.8) Gy : 00,0007 <u <0,008, fas{u) <0< 1300,
(3.9 : 0,0002 <4 <£0,008, F23 < 0 < f55{u);
(3.100 G- : 8idu) < B <723 fir 00002 €u <ug,

fefu) < B =723 fiir ug <u < 0008
(3.11) G2 0:4u) < 8 < fselu) ug <u = 0,008;
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{3.148) Gy : B:du) < 8 <840 0,0002 <u <0,008;

{3.13) Gs : 100 <8 <81 00,0002 <u <0,008,

Dabei stehen die beiden Kurven 84; und s, entsprechend fir die Bainit- und Martensit-
Starttemnperatur. Den Schnittpunkt der verlingerten Kurve SE mit der Funktion 8= 04u)
bezeichnen wir mit Rg. Dem Punkt Re entspricht ein C-Anteil von ug mit

{3.14) 00,0002 <ug < 0,008,

Des welteren definieren wir zu den Gebleten G, gehrende charakteristische Funktionen gemal:

(3.15) ygitu, 8) =1, falls (u, §)=G;, ¥oifu, 8) =0 sonx  furj=0,..5

3.2 Spezielle Annahmen zum Ablauf der aufiretenden Phasenumwandlungen

Gestitzt auf das Fe-BeiC-Diagramm und die durch (3.1), {3.2) gegebene Einschoinkung
formulieren wir weitere Annahmen:

1. Im Gebiet Gp liegr im Gleichgewicht mar Austennt vor. Gemdl (3.7) beginnt der Prozess in
diesemn Gebiet.

2. Im Gebiet Gy liegen im Gleichgewicht Austenit und Ferrit mit Gleichgewichtswerten fir die
Phasenanteile entsprechend dem Fe-Fe:C-Diagramm vor (. Hebelgesetz®, vzl z.B. [5, 23]).
Dabel besitzen Austenit und Ferrit auch Gleichgewichtswerte fir die Massenanteile des
Kohlenstoffs, v, und vz Bel ﬁndemng von Temperatur und/ oder (Gesamt-)Koblenstoffanteil
Andern sich auch diese Griffen. Wir nehmen nun an, dass diese (lokalen) ﬂndemng&n zchne]]
vonstatten geben. Zum einen diffundiert der Kohlenstoff schneller durch den Ferrit als durch den
Austenit (vgl. 2zB. [8, 2]}, zum anderen ist der C-Anteil des Ferrits niedrig und dndert sich niclt
zu stark (= Fe-FeC-Diagramm). Ein Verlaszen des Gebietes () in das Gebiet Gp schlieflen wit
aus.

3. Im Gebiet G- kann sich {unter Nichtgleichgewichtsbedingungen) voreutektoider Fecrit bilden,
solange € und u; nicht 2u G gehdren.

4, Ecreichen € und v, das Geblet G, so bildet sich Peclit mit dem C-Anteil v, belm Eintcitt in
dieses Gebijet,

5. Errelcht 8 das Gebiet Gy, so bilder sich Baint mit dem C-Antel]l v, beim Eintritt in dieses
Gebiet,

8. Ecreicht & das Geblet Gs, so bildet sich Martensit mit dem C-Arntei]l v, beim Eintritt in dieses
Gebiet. Fir unlegierte Stihle ist die Martensit-Starttemnperatur fs; eine mit wachsendem C-Anteil
{im Austenit) monoton fallende Funktion.

7. Nach dem Beginn der Perlitbildung bildet sich kein Fertrit, nach Beginn der Bainitbildung kein
Perlit und nach Beginn der Martensitbildung kein Bainit. Diese Annahme scheimt beim
Abschrecken gerechtfertigt. Sie stebt im Zusammenbang mit der Annahme 2 aus 2.1, durch die
Ridckumwandlungen {auffer der des Ferrits oberhalb 723%°C) ausgeschlossen wurden.

3.3  Umwandlungen zwischen Austenit und Ferrit

Gemill dem Fe-Fe:C-Diagramm gibt es zu jedem u und jedem O im Gebiet G1 einen
Gleichgewichtsanteil des Ferrits E.‘QI{U, 0) mit dem C-Massenanteil f_Glp{ﬁ:l und einen

Gleichgewichtsanteil des Austenits _Pl fu, ) mit dem C-Massenanteil f.;-,llgl{ﬁ:l. Ausg dem
Massenerhal des Kohlenstoffs folgt dann bei affeind ger Anwesenheit von Austenit und Ferrit

(3.16) u = fax(8) utu, ) + fap() Pafu, 8),
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woraus sich wegen p,(§, u) =1 - p»(8, u) dann
£xs0) -0

T ) - E50)

ergibt. Wir bemerken, dass in G und G- gilt

(3.17) pafu, 8) fiar {u, 8) G,

{3.18) U =1 + U

Die Griflen 8, u., usw. hingen von xund t ab, was wir nicht in jedem Falle notieren. Im Bereich
G-~ wird die Bildung des voreutektoiden Ferrits durch den Beginn der perlitischen Umwandhing
beendet, die ihrerseits einsetzt, wenn

(3.19) uer = fsel@).
Somit gilt
(3.20) pafu, 8) = 1 fir (u, 8) €Go.

Wir erhalten dann fir die Umwandlung des Austenits in den Ferrit die gewdhnliche
Differentialgleichung {vgl. (2.33])

(3.21) p2" =a» Hip; — pifu, 8) Hipafu, 8)- pa) (kau(u, 8) +xc(u, 6)) +

— ay Hip2—p2) Hipi — p1) %aifv, 8),
wobei die 3> und & {beide gréfier oder gleich null) die Gestak {3.35) haben k&npen. Aus den

obigen Uberlegungen gewinnen wir auch Gleichungen fiir die Grofen ce und v Bildet sich
Ferrit oberhalb von 723°C (also in ;) bel einer konstanter Temperarar 8, d.h., wird der Austenit
sehr schnell auf diese Haltetemperatur gebrachr, so gilt

(3.22) colx, 1) = p f5p(0) pr(x, 1),

Unter Beachtung von Annahme 2 in 3.2 gilt niherungsweise fiir die Anderung von c» bei
variabler Temperatur im Gebiet G

der

g .
(3.23) & (% 1) = p o £ae@(x, 1) pat, 1),

Um auch die Ferritbildung in G- zu beficksichtigen, schreiben wit

dee

(3.24) P

(5, 1) = pgi 9080, 1)) patx. 1))

wobei ¢ gemdl

(3.25) 9(8) = £() H(B - 723) +En() H(723 - B)

definiert ist. Durch {3.24) ist dann der Beitrag zur Quelle bzw. Senke in der Gleichung (2.14) fur
U. gegeben, den die Ferritbildung bzw. -umwandlung beistenert. Aus (3.24) kann c» selbst
erhalten werden, falls eine Anfangsbedingung gegeben wird. Die (1 A. ortsabhingige) Zeit tip, ab
der die Ferritbildung beginnt, berechnet sich zu

t 5
(3.26) tie{x) = [ {1- X yaiufx, s), B(x, 5)) ds.

i) i=1

Somit ist tix{x]) der Zeitpunkt, 21 dem das Gebiet Gy verlassen wird. Nach der Annahme 2 aus
3.2 entspricht dann tie{x] der Anfangswert

(3.27) CalX, X)) =0=p 'E-GLP{B{L Ll %)) P2{Ue (%, ti{ %), O(%, tira{x]]),
12



da wegen (3.17)

{3.28) EE{UEI{L tin'_"l::-x-:]s Bl:]"i., tirﬂl::l:]:l:] =0

gilt, weil der Punkt {ugfx, tip{x), 8{x, tip{x))) auf der Kurve G5 liegt. Somit ecgibt sich dann fir
co selbst

(3.2% Cealx, 1) = p PiB{x, 1)) pafx, 1))
und wegen des Zusammenhangs (2.7)
(3.30) G, 1) = eB, ).

Die Gleichung (3.30) drickt noch mal die Annahme 2 in 3.2 aus, dass der ,Konzentrations-
ausgleich™ im Berrht ,.sebr schnell” ablauft.

Bemerkungen 3.1 Die obige Sitvation wird komplizierter, wenn ein solcher schneller Konzen-
trationsansgleich niclt angenommen wird. Es bieten sich zumindest zwei Wege an.

(i} Auf der Mesoebene, also im reprisentativen Volumenelement, knnte ein lokaler C-Antei] im
Ferrit uenee definiert werden. Fir diesen kdnnte dann eine Differentialgleichung hergeleiter
werden, die einen Ausgleich von Wwiee 0 Ve beschreibt.

(i) Um eine solche Zwei-Skalen-Modellierung (vgl. z.B. [4, 10, 11, 31]) zu vermeiden, wire
tolgender Weg denkbar. Fir eine konstante Umwandlungstemperarur § > 723%C gilt gemnil
{3.22)

t
(3.31) e, 1) = p 5et0) patx, 1) = p £p(8) [ p2'tx, 5) ds = p £5:08) p2'tx, B,
Q

wobei die Mitelwertforme] zur Anwendung gelangte, und fir § die Beziehung 0 < § <t gilt. Sei
nun die Temperatarfiihrung treppenférmig und monoton fallend, so dass p» monoton wachsend
ist. Nihemungsweise gelangen wir zu

k
{3.32) Cofm t)=p ¥ ﬂ;lp{ﬁ{ti:l:l p'(x, &) (ti—tiy),
i=1

wobei das Intervall [0, t] durch O =19 <t < ... <ty =t zerlegt und £=[tiy, t] seien. Durch
Grenziibergang gelangen wir dann zu

t
(3.33) cot, )=p [ (800, ) pi, 5) ds
4l

vorerst fir einen monoten wachsenden Ferritanteil, also fic p” 2 0. Diese Formel (3.33)
berlicksichtigr nich: die Anderung des C-Anteils im Ferrit nach dessen Bildung. Ein méglicher
phinomenclogischer Ansarz wire

t
(3.34) catx, 1)=p [ fanlBlx, s+ 0a1)(r — 5)) p(x, 8) d,
4]

mit einer ,,Ausgleichsfunktion™ ¢» mit den Eigenschaften

(3.35) G:2CH[0, ), 6:{0)=0, & =0, Jimea(t)= 1.

Die Formel (3.34) liefert zum einen fiir konstante Temperaturen die richtige Beziehung {3.22),
zum anderen ermiglicht sie, dass c.» gegen den Wert in (3.22) flir § = 0% strebt, falls 8(t) — 0%,

In analoger Weise sind mogliche Rilckumwandlungen des Ferrs in den Austenit zu
beriicksichtizen. Wird im Bereich ) erwirmt, so kann sich Awstenit auf Kosten von Ferrn
bilden. Analoge Uberlegungen ergeben, dass sich dann c.» um den Betrag
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t

(3.36) p S EastOtx, s+ o)t — ) pr 0, 5) ds

0

vermindert, wobel & eine Funktion gemdd (3.35) fir den Austenit sei. Dain (G, die Bezielung
p1’ =-p=2" gik, folg aus (3.34) und {3.36) fiir beliebige Temperarurfilbrungen {innechalb von Gy)

t
(3.37) coixt)=p fﬂslp{B{L s + Gait)(t — 5))) max{p-"(x, 5,0} ds +
4]

1
_1 . .
+p ffgs{B{L s +a ()it —5))] min{p2"{x, 5,0} ds.
o
Um lerztlich auch die Ferritbildung in G- mit zu berlicksichtigen, schreiben wit

1
{3.38) cofxtl=p _fq]{'Bl[}L, s + Ga(t)(t — s])) max{p~’(x, 5), 0} ds+

4]
t
+p J £x(00x, 5 +01(1)¢t — 5))) min{ps’(x, 5),0) ds
4]

mit ¢ gemdl (3.25). Eine einparametrige Schar von Funktionen der Art {3.35) ist 2. B. durch
o

{3.39) (5] :=; arctaniks) fics=0 mit gegebenemk >0

gereben. Aus zusitzlichen Betrachtungen misste der Parameter k bestimmt werden.

34  Umwandlung des Austenits zu Perlit

Gemil der Voraussetzungen kann sich Perlit mar bilden, wenn v, und 8 das Gebiet (i, genaver
seine Begrenzung fse, erreichen. Der Zeitpunkt des Verlassens von s, tin(x), ist durch

t 5
(3.40) tia(x) = J (1- T gafue(x, s), B(x, 5)) ds
n i=3

gegeben. Damit sich Peclit und nicht Bainit bildet, muss zusitzlich
(3.41) Vel (%, tina{ %)) = U

gelren, was aber in der Umwandhingsgleichung (3.44) durch 4 berlcksichtigt wird. Fir denC-
Gehalt des Perlits gilt dann

{3.42) Uealx, 1) = v n, timlx)) = f_le'['B(L tinafx))) fir t = tiafx).

Gleichzeltig endet ab tin3(x) die Bildung von Ferrit. Blelbt die Temperatur im Perlitbereich Ga, so
kann der ganze verbleibende Austenit in Perlit umwandeln, so dass fiir dessen mdglichen

Endwert pi gik

{3.43) pafx) =1 — paf %, timafx)).
Somit folgt fir die Perlitbildung die Differentialgleichung {vgl. (2.34))

(3.44) pa’ix, 1) = a3 Hipafx) — paix, 1)) Kaalba(x, tmix)), 8(x, 1)),
wobel a;3 gemil (2.35) mit spezifischen Parametern gewidhlt werden kann.
3.3 Umwandlung des Austenits in den Bainit

Diese Umwandlung ist analog zur vorigen. Bainit kann gebildet werden, wenn Gy erreicht wicd,
entweder aus G- oder aus Ga. Fir den C-Gehalt des Bainits gilt in beiden Fillen:
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{3.45) Uas{®, 1) = V%, tinaln)) firt = tifx).
Der Zeitpunkt des Eintretens in Gy, tim{x], berechnet sich zu

t 5
(3.46) to(x) = [ (1- T ot s), B(x, 5)) ds.
4] i=4

Falls das Perlitgebiet G; fir gewisse ae{} nicht durchlavfen wird, so fallen tina{x) wnd tim{x)
zusammen. In diesemn Fall gilt natliclich paix, tin{x])) = 0. Fiir den moglichen Endwert py gik

(3.47) pafx) =1 — palx, tina{x)) — palx, tim{%)).
Die Umwandlungsg leichung fiir den Bainit lauter dann

(3.48) pa'{%, 1) = ay H{paix) - palx, 1)) Gasivalx, tinafx)), 8(x, 1)),

wobei a4 ebenfalls gemdl {2.35) mit spezifischen Parametern gewihlt werden kann. Es ist dabei
auch zu beaclten, dass sich v, nach Eintcitt io den Peclit- bew. Bainitbereich nicht mehr dndect.
3.6 Umwandlung des Austenits in den Martensit

Die Martensitbildung it nur méglich im Gebiet Gs. Analog wird die Zeit tis{x) des Erreichens
von Gy ducch

1
(3.49) tios(x) = | (1- gas(Ua(x, s), 8(x, 5)) ds.
a

berechnet. Der dann noch vorhandene Austenit kann sich dann in Martensit gemil eines
spezifischen Umwandlungsgesetzes in Martensit nach folgender Gleichung

(3.50) ps'{x, 1) = {1 - pofx, tina{ %)) — patm, timx)) — paln, tins{x))) @15 fasiVe(x, timfx)), 8%, 1))

umwandeln. Die Grolle ajs (vgl. (2.35) beinhaltet spezielle Ansdtze fiir die Martensitbildung aus
{vollstindig vorhandenen) Austenit, z.B. nach Koistinen-Marburger (vgl. z.B. [6, 8, 9, 21, 29]).

4 Mathematische Modellierung

Das mathematische Modell fiir die durch die getroffenen Annahmen eingegrenzte Situation soll
jetzr ausammenfassend dargestellt werden. Unter Beachtung von (3.24), (3.42) und {3.45) lautet
die Diffusionsgleichung (2.16) (mit ¢ gemil (3.25))

d : a a .
(4.1 a_tfpl Uer) — divida(8) p1 ¥iua)) = —a—t{q:{BJ pa) —g fSIE{B'[L tin{x))) pa) +

g g .
—E{ Uel{x, tim{x)) ps) —§ V1l X, tina{x)) ps) in {3x]0, T[.

Aus (2.23) folg die Warmeleitungsgleichung in unserer Sitvation unter Beachtung von (3.18),
{3.30), {3.42), (3.45)

(42) pc. 0 -divikiu, 8, p) VB) = p Lofua + (@) p2" + p LE{f-SiE{'B'[L Lnafx)))) p2’ +

5
+p 2 Lifua(x, tinfx)) pi’ in {3x]0, T,

i=4
Die Umwandlungsgleichungen fir Ferrlt, Perlit, Bainit und Martensit lauten gemdl (3.21),
{3.44), (3.48), (3.50)
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(4.3)  p2"=a;2 Hip, —pyfu, 8)) H{pa{u, 8)— pa2) (4ai(v, 8) +a:iu, 8)) +

— an H{pa— p) H{pi — p1) %a1{u, 8) in {210, T,
(4.4)  p3" =a;2 Hipa— pa) ¥aa{veu(x, tina(x)), 6) in {210, T,
(4.5)  ps* =ays Hips— ps) Ka{Ualx, tina(x)), 8) in {2x]0, TJ,

(4.6)  ps'= {1 —paix, tin{x)) — pa{x, timix)) — paix, tins{ %)) als ¥os(Valx, tinfx)), ) in {2x]0, TJ,
dabei sind die Gleichgewicltsanteile fir Austenit, Berrlt, Perlt und Bainit wie folgt gegeben.

(4.7) ﬁf_uzuﬁf:n]l:_l-f‘“‘lg[Lff1 fir (u, 8) G, Bafu, O)= 1 fic (u, 8) G,
' Bl - £500) '

(48) Puilu, 8)= 1 —px(u, ) fiic (u, 8) G,

(49)  Bax) = 1 — potx, tina(x)) fir xeQ,

(4.10) Bax) = 1 — patx, tinafx)) — pata, tig(x) fic xeQ.

Die ortsabhingigen “Starzeiten™ fiir Perlit, Bainit und Martensit, tig, tins bzw. tirs, sind durch die
folgenden Beziehungen gegeben.

t 5

(4.11) Tina{ ) =I{1- > AtV (x, 5), B(x, s)) ds fiir nef,
n i=2
t 5

(4.12) tiax) = [ (1~ X ailtei(x, ), B(x, 5)) ds fir xell,
4] i=4
t

(4.13) tis( ) = J (1= astUarl, ), B, 5)) ds fiir xeQ).
4]

Es sei unterstrichen, dass diese ,Startzeiten™ a prior] unbekannt sind. Die Anfangsbedingungen
fiar vy, B und p lavten:

(4.14) Ve (%, 0) =uciofx), 8(x, 0) = On{x) fir well
(4.15) pifx, @) =1, pi{x, 0)=0 ficri=2,..5 fiic =L},
Des welteren sind Randbedingungen fiir u und 8 hinzuaafigen
(4.16) VoL = chr auf Fex]0, T,
4.17) - (8) 200) = 8u®) - ) auf <0, T,
wobel Y=y M,

0
(4.18) “Kay =3y (0 - by) auf &¥x]0, T[.

Dabei muss die Bedingung (3.7) fir 8 und u.0 gelten.

Zusammeniassend ergibt sich als mathematisches Model] fiir die makroskopische Modellierung
von Koblensoffdiffusion, Wirmeleitung und Phasenumwandlungen eine Rand-Anfangswert-
Aufgabe fir ein gekoppeltes Sysem zweier parabolischer partieller Differentialgleiclungen
(4.1}, (4.2) sowie melrerer gewihnlicher Differentialgleichungen (4.3) — (4.6), bel denen die
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Ortsvariable die Rolle eines Parameters spiek. Die Gleichgewichtsanteile fiir die Phasen (4.7) —
{4.10) sowie die , Startzeiten™ {(4.11) — {(4.13) kinnen in die Gleichungen (4.1) — (4.6) eingeserzt
und somit formal eliminiert werden. Infolge der vielfiltizen Nichtlinearititen sind die
mathematischen und numerischen Untersuclungen nichr trivial. Hinzu kommen die durch die
wotartzeiten™ in (4.11) — (4.13) vermittelten , Geddchtniseffekte™ Daber ist es von Bedeutung, zu
untersuchen, welche Vereinfachungen vorgenommen werden dirfen, um noch eine hinceichend
genade Beschreibung der Realitit zu erreichen. So ktnnte eventuell bei der Einsatzhirtung
diinner Bauteile nur mit den Phasen Austenit und Martensit gerechnet werden. Eine weltere
mathematische Schwierighkelt bereiten die unstetizen Heaviside- sowie die charakteristischen
Funktionen, die ggf. durch stetige Funktionen niherningsweise ersetzt werden miissten.
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