unversitat  Zentrum fur Technomathematik

BREMEN Fachbereich 3 — Mathematik und Informatik

Zur makroskopischen Modellierung von
spannungsabhangigem Umwandlungsverhalten
und Umwandlungsplastizitat bei Stahlen
und ihrer experimentellen Untersuchung
in einfachen Versuchen

Michael Wolff Michael Bohm

Serguei Dachkovski Gunther Léwisch
Report 03-06

Berichte aus der Technomathematik

Report 03-06 Juli 2003






Zur makroskopischen Modellierung von spannungsabhdngigem

Umwandlungsverhalten und Umwandlungsplastizitat bei Stahlen

und ihrer experimentellen Untersuchung in einfachen Versuchen
M. Wolff ¥, M. B6hm ", S. Dachkovski ", G. Léwisch 2

Zusammenfassung: Spannungsabhéngiges Umwandlungsverhalten (SUV) und Umwandlungs-
plastizitit (UP) bei Stahlen kénnen eine Quelle von Verzug bei Bauteilen sein. Ein detailliertes
Verstandnis dieser beiden Phdnomene ist daher von groB3er Wichtigkeit. Ihre Untersuchung und
Modellierung ist intensiver Forschungsgegenstand. Ziel dieser Arbeit ist es, aus makroskopischen
Ansatzen zur Modellierung von SUV und UP Formeln zur Auswertung von Zug-, Druck- und
Torsionsversuchen von sich umwandelnden Stahlproben abzuleiten und Schlussfolgerungen fir
durchzufiihrende Experimente zu erértern.
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fruchtbaren Diskussionen zum Thema.

Abstract: Stress-dependent phase transformations (SDPT) and transformation-induced plasticity
(TRIP) of steels may be a reason for distortion of workpieces. Therefore a deep knowledge of this both
phenomena is of great importance. Their investigation and modelling are an intensive field of
research. It is the aim of this work to derive formulas of SDPT and TRIP for analysis of tensile,
pressure and torsional tests starting from a macroscopic approach. Based on this we want to discus
consequences for experiments.
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1. Einfuhrung
Die Modellierung des thermischen, mechanischen und Umwandlungsverhaltens von
Stahl ist fur kompliziertere Prozesse der Warmebehandlung und der mechanischen
Bearbeitung noch nicht zu einem relativen Abschluf3 gelangt. Zum einen wird das
Umwandlungsverhalten im nicht-isothermem Fall ohne auBere Belastung weiterhin
intensiv untersucht (vgl. z.B. [Hun99], [B6h02, 03a], [Sur03], [Mio03]), zum anderen
werden die Effekte der Umwandlungsplastizitat (abgekirzt UP) und des spannungs-
abhangigen Umwandlungsverhaltens (abgekirzt SUV) studiert (vgl. die im Punkt 3
angegebenen Quellen). Die letzteren Fragestellungen bendtigen Experimente, bei
denen das isotherme und nicht-isotherme Umwandlungsverhalten unter Zug-, Druck-
und / oder Torsionsbelastung stattfindet (vgl. [AhrO2] zur Notwendigkeit der
Entwicklung und Durchfihrung derartiger Experimente). Gegenuber den normalen
Dilatometerversuchen muss hierbei auch die Querdehnung bzw. die Verdrehung der
Probe gemessen werden.
Die vorliegende Arbeit méchte einige vorhandene makroskopische Modelle referieren
und aus ihnen Formeln ableiten, die eine Auswertung derartiger Experimente
ermodglichen. In Auswertung konkreter Versuchsdaten — was in dieser Arbeit nicht
vorgesehen ist — kénnen dann wichtige Rickschlisse auf die zugrunde liegenden
Ansatze (zumindest fur die betrachtete Situation und Stahlsorte) gezogen werden
und ggf. Modifikationen der Modelle gefunden werden. Insofern versteht sich unsere
Arbeit auch als Beitrag zur Modellierung von SUV und UP. Zum generellen Problem
des Verzugs und des Verzugspotentials bei Stahlbauteilen sei auf [Hof02] verwiesen.
Wir bemerken, dass in dieser Arbeit nicht auf die physikalische Natur von
Phasenumwandlungen, SUV und UP eingegangen wird. Hierzu sei auf [Bur65],
[Gre65], [Mag66], [Chr75], [Mit87], [Leb89a, 89b], [Mac92], [Dah93], [Bes93], [Fis986,
00], [Obe99], [Ron00], [Pie00a], [Vog01], [Mit02] verwiesen.
Dieser Artikel ist in gewissem Sinne eine Fortfuhrung unserer Arbeit [WolO3a], in der
fir den Dilatometerversuch — besonders bei der nicht-isothermen Umwandlung — die
Formeln zur Berechnung des Volumen- und Massenanteils der sich bildenden Phase
aus den kontinuumsmechanischen Grundlagen hergeleitet wurden. Es wurde dabei
gezeigt, dass die maximale Differenz zwischen Massenanteilen (Massenbrichen)
und Volumenanteilen der einzelnen Phasen im Stahl kleiner als 0,005 ist. Dabei tritt
der groBte Unterschied etwa nach der Halfte der Umwandlung auf, zu Beginn und
Ende der Umwandlung verschwinden die Unterschiede. Diese theoretisch
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begriindete Aussage wurde anhand von Dilatometerdaten flir den Stahl 100Cr6 in
[Wol03d] bestatigt. Der Grund dafur liegt darin, dass sich die Dichten der Phasen
beim Stahl nicht allzu sehr voneinander unterscheiden, obwohl diese Unterschiede
eine Quelle des Verzugs, also unerwlnschter MaB- und Formanderungen von
Bauteilen, sein kénnen. Somit ist in vielen Fallen bei Stahl eine Unterscheidung
zwischen Massen- und Volumenanteilen nicht nétig. In der Werkstofftechnik wird
bevorzugt mit Volumenanteilen gearbeitet, ebenso werden die Umwandlungs-
gleichungen fur die Phasen in Volumenanteilen formuliert. Bei theoretischen
Untersuchungen haben die Massenanteile jedoch den Vorteil, weder von der
Temperatur noch von den Verzerrungen abhangig zu sein und zu einfachere
Formeln zu flhren (vgl. [Wol03a] fir Einzelheiten).

In dieser Arbeit setzen wir fur die Proben wahrend der Versuche Homogenitat (d.h.,
Ortsunabhangigkeit) der Spannungen, der Verzerrungen, der Temperatur und der
Phasenanteile voraus. Fur Dilatometerversuche mit kleinen zylindrischen Hohl- oder
Vollproben ist diese Homogenitat in meist hinreichender Genauigkeit gegeben. Bei
Versuchen unter Belastung kénnen in Abhangigkeit von der ProbengréBe und der
Konstruktion der Maschinen wesentliche Abweichungen von der Homogenitat
auftreten. Gegebenenfalls ist bei der Modellierung diese Inhomogenitat zu
berlcksichtigen. In dieser Arbeit wollen wir aber stets Homogenitat der Proben
annehmen. Bei Torsionsversuchen werden dinne Hohlproben untersucht und eine
Homogenitat der Vergleichsspannung angenommen.

AbschlieBend bemerken wir, dass die vorhandenen Modelle es gestatten, mit Hilfe
der sogenannten einfachen Versuche (einachsiger Zug und Druck, Torsion usw.) die
Effekte des SUV und der UP getrennt und in Abhangigkeit von den Invarianten des
Spannungstensors zu untersuchen.

Verwendete Abkirzungen:

Symbole werden im Text bei inrem ersten Erscheinen erklart, wobei wir bestrebt
sind, Standardbezeichnungen zu verwenden. Um Doppelbelegungen von einzelnen
Symbolen zu vermeiden, ist das nicht immer maoglich.

Einige haufig vorkommende Wortgruppen werden wie folgt abgekurzt:

SUV - spannungsabhangiges Umwandlungsverhalten,

UP — Umwandlungsplastizitat,

JMA-DG — Johnson-Mehl-Avrami-Differentialgleichung.



2. Vorbereitungen - kontinuumsmechanische Grundlagen

Es sollen hier nur die fur das Verstandnis des Folgenden notwendigen Dinge
aufgefihrt werden. Fur eine ausfuhrlichere Darlegung der kontinuumsmechanischen
Grundlagen, auf denen die Berechnungen fur die Experimente an kleinen
zylindrischen Proben beruhen, verweisen wir auf die schon zitierte Arbeit [Wol03a].
Zum einen betrachten wir Stahl als Festkérper. Im quasi-statischen Fall und ohne
auBere Krafte lautet die Bewegungsgleichung

(2.1) —divo=0 in Q.
Dabei sind o der (Cauchysche) Spannungstensor, Q die Referenzkonfiguration des
Kérpers (bei uns z.B. die zylindrische Probe in Ausgangslage). Zur Gleichung (2.1)
sind entsprechende Randbedingungen hinzuzufigen.

Zum anderen betrachten wir Stahl als koexistierende Mischung aus n > 2
Komponenten, die in der Werkstofftechnik gewoéhnlich als Phasen bezeichneten
werden, wie z.B. Austenit, Perlit, Martensit. Dabei wird eine Diffusion der Phasen
untereinander ausgeschlossen. Die Diffusion des Kohlenstoffs wird in den von uns
verwendeten Modellen nicht explizit aufgefihrt.

Wie Ublich werden die Volumenanteile p; sowie die Massenanteile (auch
Massenbriiche genannt) x; (i = 1, ..., n) der einzelnen Komponenten (Phasen) fur
jeden Raum- und Zeitpunkt definiert (s. z.B. [Wol03a]).

Bekanntlich gelten dann die folgende Bilanzen (in allen Punkten und zu allen Zeiten)

(2.2) %pi=1, %xi=1; Oi=1,..,n: p;=20, x;20.
i=1 i=1

und der Zusammenhang zwischen Massen- und Volumenanteilen

(2.3) Xi= o P

sowie die Mischungsregeln fur die Dichte und die reziproke Dichte

.4 p=3pm

(2.5) % - zj X.

Wir wahlen folgenden Zusammenhang zwischen Spannungen und (linearisierten)
Verzerrungen, der neben der isotropen linearen Thermoelastizitat die Anderungen

der Dichte berucksichtigt:



1+v 1 po - P(6)
(2.6) & ="E 0~ Elr(0) §+3 55 O

Der letzte Term in (2.6) berlcksichtigt die thermischen und die durch
Dichteanderungen infolge von Umwandlungen auftretenden Verzerrungen. Dabei ist
€ der linearisierte Verzerrungstensor, p, die Dichte der Referenzkonfiguration (also
bezogen auf die Referenz- oder Starttemperatur 6,) und p(0) ist die Dichte des
aktuellen Phasengemischs (strenggenommen bezogen auf den spannungsfreien
Zustand). E und v sind entsprechend Young-Modul und Poisson-Zahl (i. a.
temperatur- und phasenabhangig), & ist der Einheitstensor. Die Formel (2.6) gilt
unter der Annahme, dass die Referenzkonfiguration spannungsfrei ist. Die Formel
(2.6) beinhaltet im letzten Term eine Linearisierung, d.h., es wurde die folgende

Naherung

3 - -
(2.7) 142 Bo-P 5 &

-OF
ge)
W=

-1 =

benutzt (vgl. [Wol03a] fur eine ausfuhrliche Herleitung). Da sich die Dichten der
Phasen beim Stahl nicht stark andern, (2.7) also gerechtfertigt erscheint, wollen wir
mit der Linearisierung der Wurzel wie in (2.6) weiterarbeiten.

Manchmal kann es nutzlich sein, den letzten Term in (2.6) aufzuspalten in
thermische und Umwandlungsverzerrungen, welche nur durch die durch

Phasenumwandlungen hervorgerufenen Dichteanderungen erzeugt werden. Dann

gilt

1+v 1 po - P(6g)
(2.8) §="% ;- g tr(0) &+ a (8- 6) a,j+§pp(§0) 5,

Unter p(6,) ist jetzt die Dichte des aktuellen Phasengemischs, aber bezogen auf die
Referenztemperatur  6,, zu verstehen, und a ist der (mittlere lineare)
Warmeausdehungskoeffizient beziglich 6,. (Genaugenommen sind p(6,) und o
auch auf den spannungsfreien Referenzzustand zu beziehen.) Fir Materialien ohne
Mischungskomponenten (Phasen) fallt der letzte Term in (2.8) weg, und man erhalt
die klassischen Duhamel-Neumann-Beziehungen der linearen Thermoelastizitat.

Durch Auflésen der Gleichungen (2.6) und (2.8) nach o erhalten wir

(2.9) o= 2pe+Atre) 5-k2 g5
(2.10) O= 2ue+Are) 5- 3Ka (0 —0;) 5— K 2Ll 5

P(8o)



mit den Lamé-Koeffizienten A und pn (= G — Schubmodul), sowie dem

Kompressionsmodul K geman

E vE E
(2.11) H=21+v) A= Tvd 20 K=30-2v

Wir haben die Méglichkeit, den letzten Term in (2.6), (2.8) bis (2.10) entweder mittels

(2.4) durch die Volumenanteile oder mittels (2.5) durch die Massenanteile
auszudricken. Jede einzelne Phase kann ihre individuellen, temperaturabhangigen
Materialparameter (z.B. E, v, a) besitzen. Gegebenenfalls sind fur die Gesamtgré3en

Mischungsregeln zu verwenden. Es gilt offenbar gemaf der Formel (2.5)

Po-p®) _ ¢ 1 c_1
p(B) _(i=z1pi(e)Xi)( zpi(eo)XOi)1_1,

i=1

(2.12)

wobei X, die Anfangsmassenanteile sind. Analog zu (2.12) erhalten wir mittels (2.4)

die Darstellung mittels Volumenanteilen zu

n

13 BT (3 080 pu(®) (3 p(0)P(®)" -

wobei py, die Anfangsvolumenanteile sind. Die Beziehungen (2.2) werden fur die
Anfangswerte der Massen- bzw. Volumenanteile vorausgesetzt.
Wegen (2.2) laBt sich der Massenanteil der ersten Phase durch die der anderen

Phasen ausdriicken zu
(2.14) Xi=1-2 X
i=2

und wir kdnnen (2.12) umschreiben zu

0o-p(®)
b(6) {p1(e) p1(eo) Z (p.(e) p1(e))x' Z (p.(eo) p1(eo))X0'}

(2.15)

1
p1(eo) Z ( p(eo) p1(eo) ) X}

3. Spannungsabhangiges Umwandlungsverhalten und Umwandlungsplastizitat
Bei Phasenumwandlungen unter mechanischen Belastungen treten beim Stahl zwei
wichtige Phanomene auf. Zum einen wird die Kinetik der Umwandlungen von den
anliegenden Spannungen beeinflusst. Experimente zeigen z.B., dass einachsige
Spannungen (sowohl Zug- als auch Druckspannungen) die Umwandlungen

beschleunigen (vgl. z.B. die Ubersichtsartikel [Den97a, 02], [Gau97] und die dort



zitierten Quellen, sowie [Ino85], [S|685, 94], [Den87], [Ahr00, 02], [Mai02], [Shi03],
[Liu98]). Dieser Effekt wird spannungsabhangiges Umwandlungsverhalten (SUV)
genannt.

Desweiteren wird beobachtet, dass beim Anliegen von deviatorischen Spannungen —
weit unterhalb der FlieBgrenze - wahrend der Phasenumwandlungen bleibende
Verformungen stattfinden, die weder mit der klassischen Plastizitat noch mit den
ublichen Verformungen infolge Dichte- und Temperaturanderungen (s. (2.8)) zu
erklaren sind. Dieses Phanomen wird Umwandlungsplastizitat (UP oder TRIP =
transfomation-induced plasticity) genannt (vgl. hierzu z.B. [Mit87], [Gau87], [Leb89a,
89b], [Fis96, 00], [Den97a, 02], [Ahr00, 02], [Bes93], [Obe99], [Pie00a], [Vog01]).
Wie die klassische Plastizitat ist die UP volumenerhaltend.

Die allgemeine Modellierung dieser beiden Erscheinungen ist noch nicht zu einem
relativen Abschlu3 gekommen und somit Gegenstand intensiver Untersuchungen.
Wir wenden uns zuerst der Beschreibung der UP zu, der kein bestimmtes Modell far
die Phasentransformationen zugrunde liegt.

Bei der Bildung einer Phase wurde folgender Zusammenhang vorgeschlagen (vgl.
[Gre65], [Mit87], [Leb89a], [Bes93], [Fis96], [Obe99], [Pie00al]), der auch als Modell

von Mitter / Leblond bezeichnet wird,

d 3 ‘ ‘
(3.1) ot R =5 K 0% @'(p) P,

wobei  ggp ein durch die UP hervorgerufener zusatzlicher (linearisierter)
Verzerrungstensor ist. Weiter sind a* der Deviator des Cauchyschen
Spannungstensors o geman

(3.2) 0*:=0-3tr0)

W=

p der Volumenanteil der sich bildenden Phase, k ein Materialparameter
(,Greenwood-Johnson-Parameter”) und ) eine  monotone  Funktion
(»Sattigungsfunktion®) auf [0, 1] mit ®(0) =0 und ®(1) = 1. Mit ®* sei die Ableitung
von @, mit p' die Zeitableitung von p bezeichnet.

Fir die Funktion @& werden von den einzelnen Autoren verschiedene Varianten

vorgeschlagen (s. [Fis96] mit einer Auflistung und den genauen Quellen), so z.B.

(3.3) ®(p) =7 (k—p "), k=2, DT, MT (Sidstrém),
d(p) := p(3 - 2p2), MT, (Abrassart),



®(p) :=p (1 —In(p)) DT, MT, (Leblond),

®(p) :=p DT, MT, (Tanaka),
®(p) :=p (2-p) (Denis),
®(p) := In(1 +¢)° fir 0<ps<a,

linear fir a<p<1, DT, (Fischer).

Hierbei stehen DT fur diffusionsgesteuerte, MT flr martensitische Umwandlung. Die
Modelle von Abrassart und Denis sind Spezialfalle des von Sjéstréom. Bis auf die von
Tanaka vorgeschlagene Funktion sind alle anderen in (3.3) strikt konkav. Damit ist
der Zusammenhang in (3.1) zwischen umwandlungsplastischer Verzerrung und
wirkender deviatorischer Spannung nichtlinear und die strikte Konkavitat besagt,
dass die Einflisse zu Beginn der Umwandlung (fir kleine p) starker bericksichtigt
werden. Damit wird experimentellen Ergebnissen Rechnung getragen (vgl. z.B.
[Gau79])).

Fir martensitische Umwandlungen wurden Verallgemeinerungen vorgeschlagen (vgl.
z.B. [Fis00], [Nag01]), die auch Effekte der UP beschreiben (,Magee-Effekt”
[Mag66]), die bei Abwesenheit von deviatorischen Spannungen bei der
martensitischen Umwandlung auftreten kdnnen. Nach [Vid96] ist das auf Greenwood
/ Johnson fuBende Modell (3.1) der UP fir die martensitische Umwandlung als erste
Naherung anzusehen. Hier gibt es wesentliche offene Fragen, und eine
Berucksichtigung von mikromechanischen Modellen bei der makroskopischen
Modellierung erscheint ein geeigneter Weg zu sein (vgl. [Wen96], [Bru98], [Che00],
[Gau00], [Den02]). In dieser Arbeit méchten wir hierauf nicht naher eingehen. So wie
die Bildung des Bainits Merkmale der diffusionsgesteuerten und der martensitischen
Umwandlung besitzt, so sind die Effekte des umwandlungsplastischen Verhaltens
des Bainits zwischen denen der perlitischen und martensitischen Umwandlung (vgl.
[Den97a], [Vea01], [Su02]).

Durch Integration folgt aus (3.1)

(3.4) Errir(t) =§ | K o*(s) ®(p(s)) p'(s) ds.
0

Dabei wurde &zp(0) = 0 benutzt. Fir die Modellierung der UP mit mehr als zwei
Phasen sei z.B. auf [Ino85], [Wol02a, 02b, 03c] verwiesen. Zur Modellierung der UP
im Rahmen einer allgemeineren Thermoelasto-Plastizitat im Kontext endlicher

Deformationen sei auf die mehr theoretisch orientierten Arbeiten [B6c02], [Wol02a,
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02b, 03c], [Dac02] sowie auf [Ino82, 85, 89], [Sj685, 94], [Bes93], [Gan97], [Den97a,
97b, 02], [Obe99], [PieO0a, 00b], [ShiO3] flr konkrete Anwendungen und Simula-
tionen verwiesen. Fir die Bericksichtigung der chemischen Zusammensetzung,
namentlich des Kohlenstoffgehaltes, bei den Effekten des SUV und der UP sei z.B.
auf [Ino89], [Den97b, 99], [Fra03] verwiesen.

Wir bemerken, dass der Materialparameter k von der Temperatur und der
Spannung abhangen kann, womit er dann (fur nicht-isotherme Prozesse und / oder
fir Prozesse mit veranderlicher Spannung) mittelbar von der Zeit abhangt.

Die Experimente zeigen, dass die Effekte der UP klein sind (etwa ein Prozent
[Den97a]). Wir kdnnen daher die linearisierten Verzerrungstensoren in (3.4) und (2.6)
addieren und erhalten ein Materialgesetz fur eine isotrope Thermoelastizitat mit

Phasenumwandlungen und UP:

t
1 1po-p6) . 3 ‘ ‘
(3.5) E= T 0y E(0) 8+ 3 B8 8+ 5 | K 0*(s) D(p(s) piS) d,
0

wobei wir bei der Bezeichnung ¢ flr den linearisierten (Gesamt-) Verzerrungstensor
bleiben. Der Spannungstensor ¢ ist weiter durch die Formel (2.6) bzw. (2.8)
bestimmt.

Die Beziehung (3.5) ist Ausgangspunkt fur die Untersuchung der weiter unten
angesprochenen Versuche, bei denen der Spannungstensor bekannt ist, und bei
denen aus der Homogenitatsannahme Uber den Verzerrungstensor Aussagen Uber
die Gesamtdehnungen der Probekdrper gewonnen werden kénnen.

Wir wenden uns nun der Beschreibung des spannungsabhangigem
Umwandlungsverhaltens zu. Zuerst betrachten wir die diffusionsgesteuerte
Umwandlung. Diese, so z.B. fur die Umwandlung von Austenit zu Perlit, wird fir
isotherme Umwandlungen recht genau durch die Johnson-Mehl-Avrami-Gleichung
beschrieben. Diese lautet fur vollstandige isotherme Umwandlungen (mit

Umwandlungsbeginn bei t = 0)

(3.6) pu(t) = 1—exp(- (557)")-

Hierbei sind p, der Volumenanteil der sich bildenden Phase sowie T, n positive

Funktionen von 0. Fur alle diffusionsgesteuerten Umwandlungen nehmen wir in
unseren Ausfuhrungen die Umwandlung von Austenit zu Perlit als Beispiel. Auf die
Umwandlungen von Austenit zu Martensit und zu Bainit, deren SUV sich qualitativ

vom vorherigen unterscheidet, gehen wir an einigen Stellen gesondert ein. Wir
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setzen bei den folgenden Erérterungen voraus, dass sich die Temperaturen wahrend
der Umwandlung im Umwandlungsbereich befinden, daher verzichten wir darauf, in
die Gleichungen Steuerungsschalter einzubauen (vgl. z.B. [B6h03b] fur eine
Ubersicht iiber makroskopische ~Umwandlungsmodelle und  ausfiihrliche
Darlegungen). Ebenso beschranken wir uns hier auf vollstandige Umwandlungen,
d.h., nach Ablauf einer hinreichend gro3en Zeit wird die eine Phase, hier im Beispiel
Austenit, vollstandig in die andere, hier Perlit, umgewandelt.

Wird (3.6) bei konstanter Temperatur nach t abgeleitet, so folgt die JMA-DG

(3.7) p,‘(t) = (r(16) @ n(@) (1 — p,(t)) n@-1

Mit der Anfangsbedingung
(3.8) P(0) =0
ist die Anfangswertaufgabe (3.7), (3.8) aquivalent zu (3.6) fur konstantes 6. Mit Hilfe

der Gleichung (3.8) 1aBt sich aus (3.7) eine autonome Differentialgleichung erhalten,

bei der die Zeit t nicht mehr explizit auftritt:

]
(3.9) p,'t) = (1= py(®) @) [ In(1 = p, (1) 1"~ 7.
Leider besitzt die Anfangswertaufgabe (3.9), (3.8) fur konstantes 0 neben der
Losung (3.6) auch die triviale Losung p,(t)=0 far alle t > O, die auch bei
numerischen Verfahren erhalten wird. Bei praktischen Anwendungen wird daher statt
(3.8) die Anfangsbedingung
(3.10) p,(0) = 10°
verwendet. Wir geben trotzdem der autonomen Gleichung (3.9) den Vorzug (vgl.
[B6h03b] fur weitere Erbrterungen).
Fir nicht-isotherme Umwandlungen ist die Gleichung (3.9) zu ungenau (vgl. [Leb84],
[Hun99], [B6h02, 03a]). Eine Mbglichkeit (andere siehe weiter unten) der Korrektur
besteht darin, die rechte Seite der Differentialgleichung (3.9) mit einem von 6 und 6
abhangigen Faktor zu multiplizieren. Als solche Faktoren wurden vorgeschlagen:
(3.11) 1+ g(6)0 [Hun99],

h(B°) mit h(0) = 1 SYSWELD™ [SYS00],
wobei die Funktionen g und h aus Experimenten oder auch theoretischen

Uberlegungen zu bestimmen sind (vgl. [Hun99] fiir einen diesbeziiglichen Ansatz).
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Der von Hunkel et al. verwendete Faktor liefert z.B. gute Ubereinstimmung fir die
Umwandlung von Austenit zu Perlit beim Stahl 100Cr6 oberhalb der Bainit-Bildung
(vgl. [Hun99], [B6h02, 03a]) und fuhrt zu einer modifizierten JMA-DG

a
(3.12) Py (1) = (1 = py(t) ?{8} [-In(1=p, )1 "® (1+g(6) ).

In (8.11) mussen in beiden Fallen die Faktoren positiv sein, da eine kontinuierliche
Abkuhlung nicht die Richtung der Umwandlung andert. Wie Experimente zeigen,
werden die Umwandlungen von im Bauteil herrschenden Spannungen beeinflusst
(vgl. [Ino85, 89], [Ahr02], [Den97, 02], [Shi03] mit weiteren Quellen). Einige der
Materialparameter 1, n und g (bzw. h) mussen somit von den anliegenden
Spannungen abhangen. Um dieses spannungsabhangige Umwandlungsverhalten
zu modellieren, ist es moglich, jeden dieser Parameter mit einer von den
Spannungen abhangigen Funktion zu multiplizieren. Eine andere Méglichkeit besteht
darin, nur die JMA-DG (3.9), bzw. (3.12) fir nicht-isotherme Umwandlungen, mit
einem weiteren, von der Spannung abhangigen Faktor zu multiplizieren.

Wir wollen hier den zweiten einfacheren Weg beschreiten, auch um die
Vorgehensweise zu verdeutlichen. Mit analogen Ansatzen lasst sich auch der

erstgenannte Weg verfolgen. Der Spannungstensor o lasst sich eindeutig zerlegen

in

(3.13) 0=0,0+0" (& — Einheitstensor)

mit

(3.14) O, = % tr(o) (mittlere (Haupt-)Spannung)
und

(3.15) 0*:=0-0,0 (Spannungs-Deviator).

Aus Grinden der materiellen Objektivitat darf die Abhangigkeit einer skalaren
Funktion vom Spannungstensor nur Uber deren Invarianten erfolgen. Ein moglicher
Ansatz ware also - bei Vernachlassigung einer méglichen Abhangigkeit von der

Determinante det ¢ von o -

(3.16) fs(o) :=exp(a, 0, + a, g,),
wobei mit
]
(8.17) o,:= (3 0;* 0;*)2 (Summenkonvention!)

die sogenannte Vergleichsspannung nach von Mises bezeichnet sei (vgl. z.B.

[Cha00]). Wegen
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(3.18) o;" 0;" =0;0;-3 oﬁq

ist o, eine Invariante von o. Die Koeffizienten a,, a, kénnen von 6, ¢,, 0, und
auch von deren zeitlichen Anderungen, also von 6 o,/ 0, abhangen. Genaueres
mussen die Experimente erbringen. Aus (3.16) folgt

(3.19) f,(0) > 0, f,(0) =1,

was bedeutet, dass fur verschwindende Spannungen (z.B. beim klassischen
Dilatometerversuch ohne Belastung) keine (zusatzliche) Wirkung auftritt. Die
Positivitat von f, steht in Ubereinstimmung mit der Beobachtung, dass anliegende
Spannungen die Umwandlung beschleunigen oder verlangsamen, aber nicht
umkehren kénnen (s. weiter unten fur Einzelheiten).

Eine Berlcksichtigung des Spannungseinflusses in der Art (3.16) findet sich bei
verschiedenen Autoren, wobei gelegentlich nur eine Abhangigkeit von der mittleren
Hauptspannung oder der Vergleichsspannung angenommen wird (vgl. z.B.
[Ino85, 89], [Sj685, 94], [Den97a], [Ron00], [Shi03])

Zusammenfassend folgt aus (3.12) und (38.16) die erweiterte JMA-DG zur

Beschreibung nicht-isothermer vollstandiger Umwandlungen unter Spannung

ey n(6) 1- ﬁ ‘
(3.20) py'(t) = (1 — py(t)) (6) [-In(1—pyt)) ] (1+9(0)0") exp(a, 0, +2,0,)

mit der Anfangsbedingung (3.10) (und einer Anfangstemperatur 6, unterhalb der
Perlit-Starttemperatur). Dabei sind 6, o,, und o, i.a. zeitabhangig. An spaterer
Stelle wird mit der Gleichung (3.20) bei der Untersuchung der Zug-, Druck- und
Torsionsversuche weitergearbeitet.

Ein anderer Ansatz fur nicht-isotherme diffusionsgesteuerte Umwandlungen wurde in

[Ino85, 89] vorgeschlagen:
(3.21) Po'(t) = (1 =py(1) 3 | f.(a(s)) F(B(s)) (t —5)* ds.
0

In [Ino85] wurde fur f, ein Ansatz verwendet, der nur die mittlere Hauptspannung
bericksichtigt, namlich

(3.22) f,(0) := exp( C o,,)

mit geeignetem C. Spater wurde der Ansatz in (3.22) zu dem in (3.16) angegebenen
verallgemeinert, auBerdem wurde eine Abhangigkeit von der Kohlenstoftkonzen-
tration im Austenit berlcksichtigt [Ino89]. Wir bemerken, dass der Ansatz (3.21) im

Gegensatz zu (3.16) die Vorgeschichte der Spannungen bertcksichtigt. Es ist auch
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moglich, von anderen als in (3.12) und (3.21) angefuhrten Modellen fir die nicht-
isotherme diffusionsgesteuerte Umwandlung auszugehen und den Einfluss der
Spannungen zu beriicksichtigen. In [B6h03b] findet sich eine gréBere Ubersicht
makroskopischer Modelle fiir Phasenumwandlungen.

Zu Abschluss dieses Punktes wenden wir uns dem SUV bei der martensitischen
Umwandlung zu. Bei vielen Stahlsorten hangt die gebildete Martensit-Menge nur von
der Temperatur ab. Nach Koistinen / Marburger [Koi59] bildet sich im spannungs-
freien Zustand bei einer Temperatur 0 kleiner als die Martensit-Starttemperatur 6.,

folgender Martensitanteil (aus angenommenen allein vorhandenem Austenit)

(3.23) m(8) = 1 — exp( - ngm—e ).

Dabei ist c,, ein positiver (temperaturunabhangiger) Materialparameter. Experimente
zeigen, dass beim Vergleich verschiedener Stahlsorten dieser Parameter stark vom
Kohlenstoffgehalt abhangt.

Gestutzt auf Experimente wird allgemein davon ausgegangen, dass die Spannungen
nur die Marensit-Starttemperatur beeinflussen. Das fuhrt auf den Ansatz von Inoue
und Wang [Ino82]

(3.24) Bm(0) = 6,0 + @py Oy + Ao Oy

mit materialabhangigen Koeffizienten a,,, a,, (vgl. [Den97a], [Ron00], [Shi03] fur

weitere Quellen).

4. Einachsiger Zug- und Druckversuch fur eine zylindrische Probe

Wir betrachten eine zylindrische Probe kreisformigen oder kreisringférmigen
Querschnitts mit der Lange | und dem Durchmesser d, die langs ihrer Achse mit
einer Spannung (Kraft pro Flache) F belastet sei. In erster Naherung sei
vernachlassigt, dass strenggenommen die Kraftdichte beziglich des Querschnitts
unter der Belastung zu verwenden ist. Wir vernachlassigen auch weitere auBBere
Krafte, wie z.B. die Schwerkraft. In der ganzen vorliegenden Arbeit wollen wir Effekte
der klassischen Plastizitat ausschlieBen. Daher soll die anliegende
Vergleichsspannung stets wesentlich unterhalb der Streckgrenze der weicheren
Phase liegen.

Die folgenden Erorterungen beziehen sich - auBer spater bei der Torsion -

gleichermafen auf die Voll- und Hohlprobe.
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Weiter sei die x,-Achse parallel zur Zylinderachse. Dann gelten offenbar auf den
beiden Seitenflachen

(4.1) 0y, =F, 052 =043 = 0.

Auf der Mantelflache qilt

4.2) on=0 (n —auBere Normale an der Mantelflache).

Da in jedem Punkt der Mantelflache n, = 0 ist, so genugt der Spannungstensor o
mit

(4.3) o,y =F, alle anderen ¢;=0

der quasi-statischen Gleichung (2.1) und den Randbedingungen (4.1), (4.2).

Damit ist o bekannt, und es gelten fur die mittlere Hauptspannung und die von-

Mises-Vergleichsspannung (vgl. (3.12), (3.15))

(4.4) on=3F, o, = IFI,
2F, 0, OE

(4.5) o*=-D,-3F, 0
, 0,-3F

Far die theoretische Erérterung betrachten wir zuerst die Situation ohne UP. Es liege
also lineare isotrope Thermoelastizitat mit Phasenumwandlungen vor. Aus (2.6) und

(4.3) folgen dann

1., 1p0-p06)
(4.6) 811 = E F + 3 p(e) ,
Ve 1p-p(6)
(4.7) 822 = 833 = E F + 3 p(e) .

Alle anderen Komponenten von ¢ verschwinden. Bei angenommener Homogenitat

der Temperatur und der Phasenverteilung gilt dann

Al Ad
(4.8) &= €p=Ep="¢q

Somit erhalten wir fur die isotrope lineare homogene Thermoelastizitat mit

Phasenumwandlungen zwei Gleichungen:

Al_1 - 1po-p()
A - 1 pg - p(O
@10  G=EFegas?

Hierbei dirfen F und © von der Zeit abhangen, dabei sollten die zeitlichen

Anderungen von F moderat sein, damit die Vemachlassigung des Tragheitsterms in
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der Bewegungsgleichung gerechtfertigt bleibt. AuBerdem nehmen wir an, dass zu
Beginn die Probe spannungsirei sei, dass also F(0) =0 gelte.

Wird die Probe entlastet, also F =0 gesetzt, so folgt aus (4.8), (4.9)

Al Ad
(4.11) T=7

das heif3t, solange keine Effekte der UP auftreten, bewirken homogene Temperatur-
und Phasenanderungen nur isotrope Dehnungen der Probe.

Wegen der auch schon bei kleineren Spannungen auftretenden UP werden die
Formeln (4.9), (4.10) bei umwandelnden Proben mit wachsenden Kraften
zunehmend ungenauer. Versuche zeigen, dass das spannungsabhangige
Umwandlungsverhalten bei einachsigem Zug- (F > 0) und Druckversuch (F < 0)
leicht unterschiedlich ist (s. weiter unten).

Im Falle F =0 bewegen wir uns im Rahmen der Dilatometerversuche und die
Beziehung (4.9) gestattet die Ableitung der noétigen Formeln, um fir ein Zwei-
phasengemisch die Massen- und Volumenanteile zu berechnen (vgl. [Wol03a] fur
ausfuhrliche Erdrterungen).

Wir wollen jetzt die UP bertcksichtigen und betrachten die Bildung einer Phase, z.B.
Perlit aus Austenit gemaf unserer Verabredung, also steht jetzt p = p, fur den
Volumenanteil des Perlits. Aus (3.5), (4.5), (4.6) und (4.7) folgen unter Beachtung der
Abhangigkeit von der Zeit t

t

Alt 1 1 Po - P(B(1) . ‘

(4.12) I =Eemy FO+3 pep) + £ K F(s) ®'(p,(s)) p,'(s) ds,
t

Ad(t)  -v(B(t) 1po-pet) 1 , ‘

Hieraus ergibt sich leicht
- p(B(t
(@414) () + 26t = yelt) + 2oE S
wobei zur Abklrzung
Alt Ad(t 1 - 2v(6(t)

@15) el =% ) =G Vet = o) FH)

gesetzt wurde. Diese Formel (4.14) gestattet es, zuerst das spannungsabhangige
Umwandlungsverhalten unabhangig von der UP zu untersuchen. Insbesondere ist an
dieser Stelle keine Kenntnis des Materialparameters k sowie der Funktion @ nétig.
(Diese Argumentation wirde auch noch fur etwas allgemeinere Ansatze als (3.1)
bzw. (3.4) richtig sein.)
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Wir bemerken, dass fur die linke Seite in der Formel (4.14) naherungsweise gilt:

(4.16) e(t) = (T + &.0) (1 + eo®) — 1 = &) + 2 £x(t).

Die linke Seite in (4.16) wird als ,lineare Volumendehnung“ &, bezeichnet. Da die
UP — wie die klassische Plastizitat — volumenerhaltend ist, kann diese GroBe
naherungsweise zur Bestimmung des Anteils der sich bildenden Phase
herangezogen werden. Wir unterstellen eine konstant wirkende Spannung, eine
konstante  Umwandlungstemperatur und eine vollstandige Umwandlung,
exemplarisch wieder von Austenit zu Perlit. Sei t, die Zeit, nach der die

Umwandlung als abgeschlossen gelten kann. Dann wird der Quotient

3 2
gt _ N1+ &) (1 +ept)®-1 _ & +2ep()
&y(to) € (to) + 2 ep(te)

(4.17) () 1=

N+ et (1 + eolte))? - 1
als Volumenanteil des Perlits interpretiert (vgl. z.B. [Ahr00. 02]). Ist die Temperatur
wahrend der Umwandlung nicht konstant, so muiussen die thermischen
Volumendehnungen berlcksichtigt werden. Es wird angenommen, dass die lineare
Volumendehnung bei Abwesenheit von Phasenumwandlungen (und konstanter
Spannung) eine temperaturabhangige, naherungsweise lineare Funktion sei. Seien
&v(0), €v,4(6), &y,(B) die linearen Volumendehnungen flir das aktuelle Phasengemisch
sowie fur den Austenit und den Perlit (die z.B. vor bzw. nach Ende der Umwandlung

bestimmt werden kénnen). Anstelle von (4.17) lasst sich jetzt die GroR3e

5060
(4.18) %(0) =2, (©) - £v.(®)

naherungsweise als Phasenanteil des Perlits betrachten. Die GréBen in (4.17) und
(4.18) entsprechen dem ,Umwandlungsgrad® ([Mit92, 02]) beim Dilatometerversuch
ohne auBere Belastung (vgl. hierzu [Wol03a)).

Durch Uberprt’ern mit konkreten Messdaten lasst sich feststellen, inwieweit die
zuletzt angegebenen Naherungen gerechtfertigt sind.

Wir wollen hier allgemein von einer veranderlichen Last, d.h. Spannung, F aus-
gehen. Daher und aus theoretischen Uberlegungen wollen wir mit der Formel (4.14)
weiterarbeiten, indem wir den Term mit den Dichten auswerten.

Dazu betrachten wir ein Zweiphasenmodell (in unserer Standardsituation die

Umwandlung von Austenit in Perlit). Bei der Auswertung des Terms mit den Dichten
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in (4.12) bis (4.14) ist die Verwendung von Massenanteilen glnstiger, da sie zu
einfacheren Formeln flihren (vgl. die Formeln (2.12) und (2.13) sowie [Wol03al).
Far die spezielle Situation: X,(t) = X.(t) — Massenanteil von Perlit, X, = 0, 6, —

Starttemperatur zu Beginn des Versuchs erhalten wir aus (2.12) (fur n =2)

po-0O0) . . 0a(00) pu(0) - 0,00) | py(00)
(4.19) o) = %Mo) pem) el

woraus sich aus (4.14) die Gleichung zur Bestimmung von x, ergibt:

_ pu(80) 0,0 - 0,(00) | pu(8)
(4.20) el +2e® =Ve® + X0 oy~ pot) oy

An dieser Stelle eine Bemerkung im Zusammenhang mit dem Begriff ,Beginn des
Versuchs®. Bei der Herleitung der Formel (4.19) wurde nur verwendet, dass zum
Beginn des Versuchs, also zum Zeitpunkt t = 0, nur eine Phase (in unserer
Standardsituation also Austenit) vorliege. Die Starttemperatur 6, = 8(0) kann also
groBer, gleich oder auch kleiner der Perlit-Starttemperatur (oft als A, bezeichnet)
sein. Die Phasenumwandlung selbst muss nicht zum Zeitpunkt t = O beginnen. In
diesem Fall hatten wir nur thermische und elastische Dehnungen. Ein solcher
Versuchsbeginn gestattet die Berechnung der Dichte des Austenits als Funktion der
Temperatur (vgl. den Appendix).

Wir wollen die Gleichung (4.20) fur den Fall nach X, umstellen, dass E und v nur
temperaturabhangig sind (bzw. dass ihre Temperaturabhangigkeit wesentlich starker

als ihre Phasenabhangigkeit ist). Aus (4.20) ergibt sich leicht

_ o Pa0 ) 0.00)  p(00)
@2 %O=01+ a0+ 280 =Vl 5 60} 0@ pu6) - pyl80)

Far konstantes 6 =8, (isotherme Umwandlung) ergibt sich aus (4.21)

@22) 0= (el + 2 enl) — 0]

Fir isotherme vollstandige Umwandlungen folgt aus (4.22) wegen der Beziehung

B _ B _ 06
(4.23) 1= Xp(tes) = {€L(to) + 2 Ep(tes) — Ve(to)]} Pa(6o) - Pp(60)

die leicht zu handhabende Formel zur Berechnung des Massenanteils aus den

aufgenommenen Versuchsdaten

g (t) +2 ep(t) — ye(t)
€L (te) + 2 €p(teo) — Ve(teo)”

Mit t. sei wiederum die Zeit bezeichnet, bei der die Umwandlung als abgeschlossen

(4.24) Xpt) =

gelten kann. Im Gegensatz zu (4.17) berucksichtigt die Formel (4.24) die anliegende
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Spannung. Diese Formel ist eine Verallgemeinerung der entsprechenden Formel flir
den isothermen Dilatometerversuch ohne Belastung bei ebenfalls vollstandiger

Umwandlung. Denn fur F =0 folgen (4.11) und somit

&)

& (to)

In diesem Falle ist der Massenanteil der sich bildenden Phase gleich dem

(4.25) Xpt) =

sogenannten ,Umwandlungsgrad®. Der in (4.25) stehende Quotient wird z.B. in
[Mit92, 02] als Volumenanteil der sich bildenden Phase interpretiert. Nach unserer
Bemerkung in der Einfihrung darfen beim Stahl die Massen- und Volumenanteile
naherungsweise gleich gesetzt werden (vgl. [Wol03a] fur ausfuhrliche Darlegungen
und [Wol03d] fur Vergleichsrechnungen). Bei einer vollstandigen Umwandlung mit
variabler Temperatur kann die GréBe p,(8,) aus (4.21) mittels (4.23) eliminiert

werden, was zu

_ o pa((ts) ~ .
@26) %)= {1+l + 2 o)~ Vell) - gy (1 + Eulte) + 2 enfte) — Ve(t) ) )

. 2a(6(1) p,(6(t) 1
Pa(B(1) - Po(B1) ~ Pp(B(te)) (1 + £ (te) + 2 Ep(t) - Velt)’

fihrt. Mit Hilfe der Formeln (4.21) (bis (4.26) je nach Situation) kann der
Massenanteil des Perlits zur Zeit t berechnet werden, wenn die gemessenen Werte

far M‘IQ, A—(:,@, F(t) sowie die Abkurzungen in (4.15) verwendet werden. Bekannt sein

mussen die Dichten von Austenit und Perlit sowie E und v als Funktionen der
Temperatur. (Werden E und v als phasenabhangig angesehen, so verlauft die
Argumentation prinzipiell genauso, allerdings mit wesentlich komplizierteren
Formein.)

Die Dichten der Phasen als Funktion der Temperatur kébnnen auf der Grundlage der
Formel (4.14) zu Beginn und nach abgeschlossener Umwandlung bestimmt werden
(s. hierzu den Appendix).

Somit kdnnen das spannungsabhangige Umwandlungsverhalten untersucht und
Modellansatze daflur getestet werden, ohne dass schon ein konkretes Modell der UP
mit spezifischen Materialparametern festgelegt sein muss.

Danach kénnen - mit bekannten, d.h. gemaf3 (4.21) (oder den folgenden Formeln)
ermittelten Daten flr x,(t) - die Zusammenhange der UP untersucht, insbesondere

der Greenwood-Johnson-Parameter k in (3.4) bestimmt werden. AnschlieBend
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kénnen verschiedene Ansatze fir die Sattigungsfunktion @ in (3.4) (vgl. (3.3))
getestet werden. Das geschieht wie folgt:
Aus den Gleichungen (4.12), (4.13) folgt durch Subtraktion

t

(4.27) e(t) — olt) = TErauy FO +3 | K F(S) D(p,(9)) py'(s) ds.
0

In (4.27) ist auch die durch F hervorgerufene rein elastische Deformation enthalten.
Wird diese herausrechnet, so bleibt - im Unterschied zu (4.11) - ein

umwandlungsplastischer Anteil

(4.28) &, u(t:) — Epup(t % | K F(s) @'(py(s)) py'(s) ds
0

wobei t, die Zeitdauer des Versuches ist. Das heif3t, der anisotrope Anteil in der
Formanderung der Probe geht auf die UP zurlck (vgl. hierzu auch [Ahr00, 02],
[Bes93]). Die Formel (4.28) ist mit der entsprechenden in [Ahr00, 02] vertraglich. Dort

wird die umwandlungsplastische Dehnung in Belastungsrichtung mit

(4.29) Er = 5 (ELup(te) — Enup(te)

angeben. Wegen (4.5), (4.12), (4.13) und (3.4) stimmt (4.29) mit (4.28) Uberein. Wir
wollen jetzt flr Spezialfalle weitere Schlisse aus (4.21) und den folgenden Formeln

ziehen.

4.1. Versuche unter konstanter Temperatur und Last

Wir nehmen an, dass die Last F und die Umwandlungstemperatur 6, wahrend des
Versuches konstant seien. Da wir den Ausgangszustand der Probe als
spannungsfrei ansehen wollen, kann folgender Kompromiss getroffen werden. Nach
Beginn des Versuches wird die Last von null auf den konstanten Endwert F erhoht,
und zwar wahrend einer Zeitspanne, in der die Umwandlung noch wenig angelaufen
ist. Dann ist der entstehende Fehler in (4.27) sehr klein, da p‘ zu Beginn der
Umwandlung nahe bei null liegt. Eine Alternative zu diesem Vorgehen besteht darin,
von Anfang eine konstante Last anzulegen und die Langs- und Querdehnungen auf
diesen nicht spannungsfreien Ausgangzustand zu beziehen und die Last nicht mehr
explizit in den Formeln (z.B. in (4.21)) aufzufuhren. Da die Dichten von den
elastischen Dehnungen (schwach) abhangig sind, entsteht ein moglicherweise

kleiner Fehler. Anhand konkreter Daten ist zu bewerten, wie grof3 dieser Fehler ist.
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Wir wollen hier mit einem spannungsfreien Ausgangszustand arbeiten und daher den
erstgenannten Weg einschlagen. Somit folgt aus (4.27) flr konstantes F und 6,

und den Eigenschaften der Funktion @ (vgl. (3.3))

(4.30) ut) — Eolt) = TE gy F + 3 K(F, 8) F ®(p,(1)

oder nach Abrechnung des elastischen Anteils

(4.31) € up(t) —&pup(t) = g K(F, 68,) F q)(pp(t))

(Wirde der zweitgenannte Weg — die konstante Last nicht explizit aufzufuhren —
gegangen, so ware (4.30) ohne den Term mit F, also de facto (4.31), der Ausgangs-
punkt der weiteren Uberlegungen)

Fir vollstandige Umwandlungen folgt wegen ®(1) = 1 aus (4.30) die Formel zur

Bestimmung von «:

2 2 1+v(8
(4.32) K(F, 8) = 3 (6.(t) — Eolt) =5 g

bzw. aus (4.31)

(4.33) K(F, 8) = % (€L up(te) — Ep,up(te))

Mit Hilfe von (4.32) bzw. (4.33) kann eine mdgliche Abhangigkeit des Greenwood-
Johnson-Parameters k von der Last F sowie der Temperatur 6, untersucht
werden.

In [Fis96] wird fiir den Stahl 42CrMo6 als Wert fur k zur Orientierung angegeben:

m g2 = 1
Kg =4,2. 105Mpa.

(4.34) 4,2 «10™

(In [Bes93] hat dieser Wert die gleiche GréBenordnung fiir den 60NiCrMo103.)
Flhren wir einen einachsigen Zug- und einen Druckversuch mit betragsmaBig

gleicher Last F an zwei gleichen Proben durch, so erhalten wir aus (4.33)
2
(4.35) K(F, 8,) —K(=F, 6y) = 3F (€Lup (to) — Epup (tw) + €L up (t) — Ep up (tw))s

wobei sich die Werte mit dem Pluszeichen auf den Zug und die mit dem
Minuszeichen auf den Druck beziehen. Nehmen wir in erster Naherung an, dass die
GréBen mit ,+“ denen mit ,-“ entgegengesetzt seien, so folgt aus (4.35) naherungs-
weise eine gerade Symmetrie von K bezlglich der einachsigen anliegenden
Spannung. Eine hieraus folgende Hypothese ware, dass der Parameter k von der
Spannung nur uber die Vergleichsspannung, in diesem Fall also gleich [Fl, abhinge.
Experimente zeigen ein merklich unterschiedliches Verhalten fir Zug und Druck an
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(vg. z.B. [Ahr02]), so dass Kk nicht nur von der Vergleichsspannung abhangen kann.
Es sind also kompliziertere Ansatze zu testen, wie etwa bei der Modellierung des
SUV weiter unten. In [Fra03] wird die Abhangigkeit von k vom Kohlenstoftgehalt des
Stahls untersucht. In [Ino03] wird eine alternatives Verfahren zur Bestimmung des
Parameters k angegeben.

Nach der Bestimmung von Kk ist es moglich, mit Hilfe von (4.27) verschiedene
Ansatze fir die Funktion ® zu testen, da ja mit (4.21) separat der Verlauf des
Massenanteils des Perlits berechnet werden kann. Wir bemerken an dieser Stelle
nochmals, dass die Differenz zwischen Massen- und Volumenanteilen bei Stahl
kleiner als 0,005 ist, so dass wir naherungsweise x, = p, setzen (vgl. die Formel

(2.3) fur den genauen Zusammenhang). Fur konstantes F ergibt sich aus (4.15)

1 )
(436) Wl = velt) = g F

und somit aus (4.24)

__E©g) (M) +2¢ep(t)) —F (1 +2v(6y))
(4.37) Xe) = "E(6r) (£(t) + 2 En(te) ) — F (1 + 2v(0y)

Aus (4.30) folgt leicht

) 1) — en(t 1 0
(4.38) PPo) =3%F 6 ¢ - FED() - E(\éi)O) -

Wenn wir jetzt einen konkreten Ansatz fir ® wahlen, z.B. aus der Auflistung in (3.3),
so erhalten wir aus (4.37)

E(Bo) (& () +2&p(t)) —F (1 +2v(8y)) )
E(Bo) ( &L(tx) + 2 £p(te) ) — F (1 + 20(Bp))

(4.39) D(Xp(t)) = D

Jetzt kann getestet werden, unter welchen Bedingungen welches @ die beste

Ubereinstimmung von (4.38) und (4.39) liefert.

Da wir in diesem Punkt den isothermen Fall (mit konstanter Last) betrachten, kénnen
wir uns auf der Grundlage der JMA-DG (3.7) nebst Anfangsbedingung (3.8) der
Untersuchung des spannungsabhangigen Umwandlungsverhaltens widmen. Flr den

(einachsigen) Zug- bzw. Druckversuch folgen aus (3.16) und (4.4)
(4.40) f,(0) = exp( 3 a, F + a, IFl).

Nach den Experimenten (vgl. z.B. [Ahr00, 02]) bewirken sowohl (einachsiger) Druck
als auch (einachsiger) Zug eine Beschleunigung der Umwandlung. Die Unterschiede

sind nicht sehr grof3, aber bei Zug verlauft die Umwandlung schneller als bei Druck.
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Damit der Wert der Exponentialfunktion in (4.40) in beiden Fallen groBer als eins ist,

muss
(4.41) a,>3a,>0

gelten. Damit ist bei einachsigem Druck (F < 0) der Wert f,(0) in der Tat kleiner als
bei einachsigem Zug (F > 0) gleichen Betrages. Bei konstantem F setzen wir

vollstandige Umwandlung voraus, also folgt aus (3.7) und (4.40)

(4.42) Py’ (1) = (1 = Polt) () ))"(eo) n(8,) t"®) - T exp( a, % F + a, IFI).
Far die Anfangsbedingung p(0) = O ist die Lésung von (4.42) offenbar
(4.43) Plt) = 1~ exp(~ (5)") exp(a, 3 F +a, IF) ).

Die Umwandlungskurve wird also schneller durchlaufen, was mit den Experimenten
tbereinstimmt ([Ahr00, 02], [Den97a]). Ein Umstellen der Gleichung (4.43) ergibt

(4.44) a5 F +, IFl = In - (527" In(1 = p,(t) ).

Aus dem Ansatz ,Korrektur von JMA (3.7) mit spannungsabhangigen Faktor folgt,
dass fur konstante Temperatur und Spannung der Ausdruck unter dem Logarithmus
bezuglich der Zeit konstant sein muss. Wird das nicht durch die gemessenen Werte
in hinreichender Genauigkeit bestatigt, so ist dieser Ansatz zu ungenau. Er ist
gleichbedeutend mit der Annahme, dass T, nicht jedoch n von den Spannungen
abhangt, was z.B. in [Den87, 97] zu finden ist..

Wird (4.44) fir F >0 (Zug) und F <0 (Druck) betrachtet, so erhalten wir

(4.45) &, = 315 gy (N ()™ (1 = (B }g — I (1) "0 In(T = Py1) e

(4.48) 8 = 5157 gy (N~ (7)™ (1 = Py (B + INf (7o) ™00 IN(T = Pyl1) oo}

zur Berechnung von a, und a,. Wir kénnen die Formel (4.44) vereinfachen, indem
wir die Formel (4.37) benutzen, um X, (t) = p,(t) zu berechnen. Damit ergeben sich

E@g) (&) +2&p(t)) —F (1 +2v(6))
E(B) ( () + 2 £p(tz) ) — F (1 + 2(8))

1 t
(4.47) a,5F + 8, IFl =In {= (7o )N@) In(1 — )}

sowie analog zu (4.45), (4.46) Formeln zur Bestimmung von a, und a, in

Abhangigkeit von 6, und F.
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4.2. Versuche unter variabler Temperatur und Last

Bei Umwandlungen unter variabler Temperatur und Last gehen wir vom Ansatz fir
eine modifizierte JMA-DG (3.20) (fur diffusionsgesteuerte Umwandlungen) sowie von
der Formel (4.21) fir die Berechnung des Massenanteils (= Volumenanteil) anhand
der aufgenommenen Versuchsdaten aus. Die Last sollte sich nicht zu schnell andern,
damit wir es nicht mit Schwingungen zu tun bekommen. In diesem Falle ware die
Annahme einer quasi-statischen Gleichung (2.1) nicht mehr gerechtfertigt.

Fir den Fall einer konstanten Umwandlungstemperatur und einer variablen Last
kénnen wir (im Falle vollstandiger Umwandlungen) statt mit (4.21) mit der Gleichung
(4.23) die Massenanteile (= Volumenanteile) des Perlits aus den Versuchsdaten
berechnen.

Wir wenden uns zuerst der UP zu. Wir gehen dabei zuerst von der Arbeitshypothese
aus, dass im Falle konstanter Temperatur 6, die Funktion Kk nur von F selbst,
nicht jedoch von F* abhangt, also «k = k(F, 6,). Das hei3t, wir verwenden die

Gleichung (4.27) und gelangen zum Ansatz:

@48)  al) -l = gy L0 +3 | K(F(S), B) F(s) D(py(s) Py ds.
0

Wir wollen zeigen, wie in diesem Fall das Modell, genauer die Arbeitshypothese,
getestet werden kann. Wir gehen von der Zerlegung des Zeitintervalls [0, t.] aus,
wobei wiederum t. so grof3 zu wahlen ist, dass die Umwandlung als abgeschlossen

gelten kann. Sei also

(4.49) O=ty<tj<tr<...<ty=to.
Wegen der Versuchsanordnung gilt dann
(4.50) €.(to) = &p(ty) = F(to) = pplty) =0

Aus (4.48) folgen die sukzessive zu I6senden Diskretisierungsgleichungen:

@51 el -eolt) = g L Ft) +3 j K(F(5), 80) F(s) ®'(p,(s)) py'(6)
far i=1, .., N.

Als nachstes wahlen wir die Funktion ®, die im Falle konstanter Temperatur und
Last die besten Ergebnisse lieferte (s. Punkt 4.1).

Das Integral J; in (4.51) lasst sich naherungsweise wie folgt berechnen:
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(4.52) Ji=i j F(s), 80) F(s) ®(py(s ))E"(—‘)—p"L‘-‘lds fiir i=1, ..., N.

Der noch von s abhanglge Teil des Integranden kann z.B. durch sein arithmetisches

Mittel Gber dem Intervall [t., t] ersetzt werden. Das ergibt dann flr i=1, ..., N

(4.53) £,(t) - £olt) =" ggy ) +

+ % .21 {K(F(t), 8o) F(t) P*(Py(t) + K(F(ti1), Bo) F(tir) P(Py(tis))} (Pp(t) - Pp(tir))
j=

Aus den Gleichungen in (4.53) lassen sich sukzessive die Werte p,(t) flr
i=1, ..., N berechnen. Falls das Modell der UP, insbesondere die Wahl von @, und
die getroffene Arbeitshypothese gut sind, dann durfen die so berechneten Werte der
Volumenanteile nicht allzusehr von denen nach Formel (4.24) berechneten

abweichen.

Wir wenden uns nun dem SUV zu. Da wir zuerst den isothermen Fall betrachten,
kénnen wir als Arbeitshypothese die Umwandlungsgleichung (4.42) mit variablem F

annehmen, also gilt
(4.54) py'(t) = (1 — py(t)) ( #90) )"(Bo) n(B,) tN®) - 1 exp( a,(6y) % F(t) + ax(8,) IF()I).

Zur Anfangsbedingung p,(0) = 0 besitzt (4.54) die einzige Losung

t

(4.55) py(t) = j (;0) ) "(®0) n(,) s"(®) - 1 exp( a,(8y,) % F(s) + ax(6,) IF(s)l ) *

+ 060U [ (5755) "% (00 )T exp(2,(8) 5 F(1) + 26 IF()1) o) s

Als weitere Arbeitshypothese nehmen wir an, dass die Parameter a, und a, vom
(wahrend des Versuchs konstanten) Wert 6,, jedoch nicht von der Spannung
abhangen. Die Integrale in der Formel (4.55) sind wieder — ahnlich wie in (4.52),
(4.53) - zu diskretisieren.

Durch Vergleich der nach (4.24) berechneten Werte des Volumenanteils mit denen
nach (4.55) berechneten lasst sich testen, ob die Lésung (4.55) der modifizierten
JMA-DG (4.54) hinreichend genaue Werte liefert. Falls keine befriedigenden
Ergebnisse erzielt werden, muss ein komplizierteres Modell getestet werden, z.B. mit

spannungsabhangigen Parametern a, und a,.
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Eine andere Moglichkeit besteht darin, als Ausgangspunkt fur eine Gleichung wie in
(4.54) nicht die lineare JMA-DG (3.7), sondern die autonome JMA-DG (3.9) zu

wahlen. Das fuhrt anstelle von (4.54) zu

1
(4.56) p,'(t) = (1 = py(t) % [-In(1 = pyt)) 1" neo) exp( a,(8p) % F(t) + ax(8,) IF(t)I)

mit der nicht-trivialen Losung (zur Anfangsbedingung p,(0) = 0)
A @ 1 n(6o)
(4.57) Pe(t) =1 —exp{{7g;) " | exp(a,(8) 3 F(s) + ax(8y) IF(s)! ) ds )™ }.
0

Nur durch Testen anhand aufgenommener Messdaten lasst sich entscheiden,
welchem Ansatz — (4.54) oder (4.56) — der Vorzug fur die betreffende Situation und

Stahlsorte zu geben ist.

Nach der Untersuchung des Falles mit konstanter Temperatur kann der Fall variabler
Temperatur (und variabler Last) in ahnlicher Weise behandelt werden. Anhand der
aufgenommenen Messdaten wird gemal (4.21) der Phasenanteil berechnet. Wir

benutzen die modifizierte JMA-DG (3.20), also

(4.58) P, (1) = (1 = py(1) (7 )" n(B(t) m(O®) - 1.

* (1 +9(6(1))0'(t) ) exp( a,(B(1)) % F(t) + ax(8(t)) IF(t)!),

was die Arbeitshypothese beinhaltet, dass die fur konstante Temperaturen
ermittelten Parameter a, und a, jetzt fur variables 0 verwendet werden kdénnen.

In der obigen Darlegung wurde zuerst der Fall einer konstanten Temperatur und
einer variablen Last untersucht. Dafur spricht, dass das isotherme
Umwandlungsverhalten besser bekannt ist als das nicht-isotherme. Aber es ist
natlirlich auch méglich, zuerst die Last konstant zu halten und nicht-isotherm
umzuwandeln.

Bei nicht-isothermem Umwandeln unter variabler oder auch konstanter Last kann
auch die Umwandlungsgleichung (3.21) als Arbeitshypothese gewahlt werden. Dann
ist ahnlich zu verfahren. Ebenso ist es moglich, fur die Umwandlungen spezielle
Iterationsverfahren, so z.B. nach Hougardy [Hou86] oder Denis [Den92], [Fer85] zu

verwenden (vgl. auch [Béh03b] fiir eine Ubersicht und ausfiihrliche Erlauterungen).
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5. Umwandlungen unter isotropem Druck

Wir nehmen nun an, dass die zylindrische Probe nur einem isotropen Druck
unterworfen sei. Wiederum sei die Schwerkraft vernachlassigt. Dann hat der
Spannungstensor die Gestalt

(5.1) o=F5d mit FOR,

flir F >0 sprechen wir vom Unter-, fir F <0 vom Uberdruck. Gemas (3.12) und
(3.13), (3.15) erhalten wir

(5.2) o, =F,

(5.3) 0*=0,=0.

Aus (5.3) folgt, dass — zumindest nach dem von uns benutztem Modell (3.1) - keine

UP auftritt. Aus (2.6) folgt dann leicht fir den homogenen Verzerrungstensor

1-2v 1 po-p(6)
F +3 ,

(5.4) E1=Exn=E3="E 0(6) &

;=0 fiir i#].

Somit erhalten wir

Al Ad
(5.5) €1 =Ep =&y =" =74-

Bei der Umwandlung unter isotropem Druck genligt es somit, nur die
Langenanderung der Probe aufzunehmen, wie beim Dilatometer ohne Belastung.

Unter Verwendung von (4.19) gelangen wir von (5.4) zur Formel fir den
Massenanteil der sich bildenden Phase: (Wir bleiben wieder bei unserer Situation der

Umwandlung von Austenit zu Perflit.)

Pa(B®) _ pp(8(H)
Pa(B0) Pa(B(1)) - Po(B(H)

66 Xl ={1+3e -y - 2

Dabei werden wiederum die Abklrzungen

67 =T ) ="Eem PO,

verwendet. Far eine konstante Umwandlungstemperatur 6 = 6, folgt aus (5.6)

(5.8) Xo(t) = (3 £.(t) — Ve(t)) ﬁ%

flr isotherme vollstandige Umwandlungen

_ 3eM -yl
(5-9) Xe() = 5 g (1) — yelte)

(vgl. (4.24), (4.25)). Hier besteht dasselbe Problem wie im Punkt 4.1. Die Last muss

zu Beginn gleich null sein.
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Die modifizierte JMA-DG (flir variable Temperatur und Last) lautet flir den isotropen
Druck (vgl. (3.20))

a
(5.10) Pe (1) = (1 = Py(t)) ?{8} [-In(1 = p,(1) 1"~ "® (1 + 9(6)6" ) exp( &, F(t) ).

Die Formel (5.10) stimmt qualitativ mit der Aussage ,isotroper Uberdruck
verlangsamt die Umwandlung® (vgl. z.B. [Den97a], [Gau97]) Uberein. Nach (4.41) ist
a, positiv, fir F(t) < 0 ist damit der letzte Faktor in (5.10) kleiner als eins. Zum
Erhalt quantitativer Ergebnisse ist so zu verfahren wie im vorigen Punkt, zuerst mit
Versuchen unter konstanter Temperatur und Last, danach unter variabler.
Insbesondere ist wichtig, zu testen, ob einachsige Belastung und isotroper Druck den
selben Wert fiir den Parameter a, liefern. Eine solche Ubereinstimmung wiirde den
Ansatz in (3.20) wesentlich stitzen. Im negativen Fall ist das Modell zu modifizieren,
indem z.B. a, als abhangig von o,, und o, angenommen werden.

Zur Beeinflussung der mechanischen Eigenschaften von Stahl durch isotropen
(hydrostatischen) Druck und zur Entwicklung der Hochdrucktechnik sei auf [Zwi76]

verwiesen.

6. Torsion einer dunnen Hohlprobe

Die Probe habe wiederum die Lange |, ihre Achse falle mit der Richtung der x,-
Achse uUberein, ihr Innenradius sei a, ihr AuBenradius sei b. Weiter liege ein
zeitabhangiges Drehmoment in Richtung der Langsachse an, das den Betrag M =
M(t) besitzt. In Langsrichtung wirke zunachst keine auB3ere Kraft. Dadurch wird die
Probe verdreht. Der Drehwinkel pro Langeneinheit in Langsrichtung sei w = w(t)
(O.B.d.A. seien M und w nicht-negativ). Wird elastisches Verhalten angenommen,

so lasst sich zeigen (z.B. [Cha94)):

__2M_, 4M{+v)
w_un(b4-a4)(_ET[(b4-a4) ),

(6.1)

wobei mit u = > (1E+ V) der Schubmodul bezeichnet sei. Weiter 1ait sich zeigen, dass

der Spannungstensor o mit

(6.2) Oyy = O = Og3 = O3 = 0,

(6.3) Oy =- H WXs, O3 =H WX

der statischen Gleichung (2.1) und den Randbedingungen (spannungsfrei auf

Mantelflache und Momentenbeziehung auf Grund- und Deckflache) genlgt.
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Aus (8.2) folgen (vgl. (3.14), (3.15))
(6.4) O, =0,

00, -HuX;, MHOX,[
(6.5) o*=o=guwe 0, Of,
OHOX,, 0, o0

(6.6) g, =/3 &(t) L%z + X5

Fur dinne Rohrproben kénnen wir

(6.7) R:=3(a+b)

setzen und naherungsweise eine (6rtlich) homogene Vergleichsspannung
2 M(t

©68) 0, =\3 lt) LR =B o 25

annehmen. Wir benutzen den Ansatz (3.5) (isotrope Thermoelastizitat mit

Phasenumwandlungen und UP) und erhalten fur den Verzerrungstensor
Po - P(6)
p(d)

t

B = -5 0lt) Xs - 5 HXs | K &S) D(py(s)) py'(s) ds
0

1
(6.9) €11 =E€xp =83 =73 €3 =0,

t

B =3 W) Xo + 3 H X, | K 6(S) ©(p,(8) pyi(s) ds
0

Wir bleiben wiederum bei unserer Standardsituation der Umwandlung von Austenit
zu Perlit. Aus der ersten Zeile in (6.9) folgt (unter der Annahme einer oértlich

homogenen Temperatur)

Al Ad
(6.10) En=Ep =8 =T =74

Das bedeutet, dass im Falle der Torsion sich die UP nur in einer inelastischen
Verdrehung der Probe bemerkbar macht. Da die relative Langs- und Querdehnung
gleich sind, ist es auch nur erforderlich, die Langsdehnung wahrend des Versuchs
aufzunehmen. (Die Querdehnung kann natiirlich zur Uberpriifung dienen.) Somit
erhalten wir aus (6.9) und (6.10)

~ ] Pa(Bo) , Pa(B) — p(B()
€1) %O ={1+3a0) - 0m)) 060 puo) - 000N

wobei wir wiederum die Abkurzung (vgl. (4.15))

(6.12) g (t) = 20

verwenden. Fur konstantes 0 = 0, (isotherme Umwandlung) ergibt sich aus (6.12)
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_ _ Pp(Bg)
(6.13) Xe(t) = 3&.(1) Pa(Bo) - Pp(B0)’

und fur isotherme vollstandige Umwandlungen

_ &
(6.14) Xl = ey

Wir haben bezuglich der Langsdehnung die selbe Situation wie beim Dilatometer
ohne Belastung (vgl. z.B. [Wol03a]).

Wie im Punkt 4 kann Uber den Ansatz (3.16) das SUV (fur die verschiedenen
Spezialfalle wie z.B. konstante Umwandlungstemperatur) untersucht werden, wobei
diesmal die Hauptspannung gleich null ist. Bei einer dinnen Rohrprobe erscheint
uber (6.6), (6.7) eine homogene Vergleichsspannung und somit eine homogene
Phasenverteilung gerechtfertigt.

Wir wenden uns nun der Untersuchung der UP zu. Fir den aus elastischem

Verhalten und UP resultierenden messbaren Drehwinkel Uber die Lange der Probe |
gilt

__ 2%
(6.15) Wyes(t) = - 5 .

Zusammen mit (6.9) und (6.1) folgt hieraus:

t
2| 2 M(t) (1 ot
616)  @ul=rgegy (C E@w 3 [ KME) @08 py(6) )
0

Die letzte Formel ist wieder Ausgangspunkt fur den Test des Modells. Wir verfahren
analog wie im Punkt 4. Zuerst kann fur vollstandige Umwandlungen bei konstanter
Umwandlungstemperatur 6, und konstantem Drehmoment M der (i.A. von 6, und
M abhéangige) Parameter k zu

b*-a*) 2 1+v(®
(6.17) K=wges(t)n(e MT)'E E(\e))(())O)

bestimmt werden. Der letzte Term in (6.17) stimmt mit dem in (4.32) Uberein. Fur
einen einachsigen Zug- oder Druckversuch mit der anliegenden Last (d.h., mit einer

Spannung) von

(6.18) IFl:=~/3 —2— R

n(b*-a?)
stimmen die Vergleichsspannungen Uberein. Unter der oben geauBerten Hypothese,
dass (bei konstanter Temperatur) der Parameter Kk nur von der Vergleichsspannung

abhange, mussten die Formeln (6.17) und (4.32) annahernd gleiche Werte liefern.
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7. Uberlagerung von einfachen Versuchen

Interessante Moéglichkeiten zum Testen der Modelle fir SUV und UP ergeben sich
durch Uberlagerungen der in den Punkten 4, 5 und 6 beschriebenen Versuche, da
damit unterschiedliche Spannungszustande sowohl mit konstanter Vergleichs- als
auch mit konstanter Hauptspannung erzeugt werden koénnen. Das ist besonders
wichtig, um die Materialparameter a, und a, (im Ansatz fur SUV (3.16), (3.20))
sowie K (in Ansatz der UP (3.4)) auf allgemeinere Spannungsabhangigkeit zu
untersuchen. Da es sich um kleine Deformationen handelt, ist eine lineare
Uberlagerung von zwei oder mehreren der oben aufgefilhrten Versuche zulassig. Wir
wollen uns darauf beschranken, fiir einige dieser Uberlagerungen die Haupt- und

Vergleichsspannungen zu notieren und einige Arbeitshypothesen zu erortern.

7.1. Uberlagerung von einachsiger Spannung und isotropem Druck
Wir bezeichnen mit F, die auf die (zylindrische) Probe in Langsrichtung wirkende
einachsige Spannung (Zug oder Druck) und mit F; den auf die Probe wirkenden

isotropen Druck. Damit gelten fir den Spannungstensor innerhalb der Probe

HFZ+Fi, 0, 8H

(7.1) o= 0, Fi :
Ho, o  Ff
(7.2) on=F +3F,
F, 0, 0O %
(7.3) =0, -3F,0
’ Os - % FZE
(7.4) o, = IF,l.

Durch voneinander unabhangige Variation von F, und F, kénnen spezielle
Spannungszustande erzeugt werden. Wird z.B. F, dem Betrage nach konstant
gelassen und nur F; variiert, so bleibt die Vergleichsspannung o, konstant,
wahrend sich die mittlere Hauptspannung o,, andert. Somit sind im Vergleich mit
dem Punkt 4, wo wir nur zwischen einachsigen Zug und Druck (also zwischen den
Vorzeichen von ag,,) variieren konnten, wesentlich mehr Méglichkeiten zum Testen
der Modelle fur UP und SUV gegeben.

Wird speziell

(7.5) F.=-3F, beipositivem F, (d.h. Zug)
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gewahlt, so erhalten wir eine verschwindende mittlere Hauptspannung wie beim
Torsionsversuch.

Wird ein paralleler Torsionsversuch mit gleicher Vergleichsspannung durchgefihrt,
kann getestet werden, ob die Umwandlungen gemaf dem Ansatz (3.16) fir das SUV
wirklich gleich ablaufen. Ebenso ware zu testen, ob die UP in beiden Versuchen (bei

sonst gleichen Bedingungen) gleich ist.

7.2. Uberlagerung von einachsiger Spannung und Torsion

Wie bezeichnen mit F, die auf die Probe in Langsrichtung wirkende einachsige
Spannung (Zug oder Druck) und mit M den Betrag eines in Richtung der
Langsachse wirkenden Drehmoment. Die Bezeichnungen fur die Abmessungen der
(dinnen) zylindrischen Hohlprobe seien wie im Punkt 6. Damit gelten fur den

Spannungstensor innerhalb der Probe (vgl. (6.1) — (6.8))

_ 2M 2M
Ijz, T[(b4 - a4) X3, T[(b4 - a4) X5 |:|
2M
(7.6) o= E|T[(b4 i a4) X3, 0, 0 I:,I
| bi Iflla4) Xg, O, O |:|
(7.2) 0n=3F.,

(7.4) 0,=(Fo+ 2 3 2)

Jetzt ist es méglich, die Vergleichsspannung konstant zu halten und die GréBen F,

243M R . . . .
und F; = h zwischen 0 und o, geeignet zu variieren, d.h., zwischen

einachsigem Zug und Torsion bei konstanter Vergleichsspannung. Ebenso kdnnte
von F, das Vorzeichen gewechselt werden.

Desweiteren koénnen Spannungszustande gemal3 der Punkie 7.1 und 7.2
miteinander verglichen werden, bei denen o,, und o, Ubereinstimmen. Nach den in
dieser Arbeit vorgestellten Modellen missten sich dabei die gleichen

Materialparameter ergeben.
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Appendix: Zur Berechnung der Phasendichten als Funktionen der Temperatur
Bei nicht-isothermen Umwandlungen gehen in die Formeln (z.B. in (4.21)) zur
Berechnung der Phasenanteile aus den Versuchsdaten die Dichten der beteiligten
Phasen als Funktionen der Temperatur ein. Sind diese Dichten nicht aus anderen
Quellen bekannt, mussen sie — ggf. unter Zuhilfenahme weiterer Daten — aus den
Versuchsdaten errechnet werden. Das praktische Problem besteht darin, dass in der
Formel (4.21) im Nenner die sehr kleine Differenz p,(6(t)) - p,(6(t)) steht. Aus
diesem Grunde hangt die Genauigkeit der Ergebnisse stark davon ab, wie genau die
Dichten bekannt sind oder berechnet wurden. Hinzu kommt bei Versuchen unter
auBerer Belastung noch der Einfluss der elastischen Dehnung auf die Dichten. Bei
einer angenommenen elastischen Langenanderung von einem Prozent und einer
Poisson-Zahl von 0,35 ergibt sich eine Dichteanderung von 0,3 Prozent. In
Anbetracht des vorher Gesagten sollte geprift werden, ob diese Abweichung nicht
doch wesentlich sein kann. Gegebenenfalls muss in den folgenden Darlegungen
diese Dichteabweichung mit eingerechnet werden. Eventuell besteht auch die
Moglichkeit, vor Beginn und nach Ende der Umwandlungen die Versuchsdaten ohne
anliegende Last aufzunehmen.

Wir bleiben bei der Situation der vollstandigen Umwandlung des Austenits in den
Perlit. Aus (4.6) mit F =0 sowie der Beziehung (2.7) ergibt sich der Zusammenhang

zwischen Dichten und Langen zu den entsprechenden Temperaturen

(A.1) P(B) = p(8o) (1 +&1(6) )* = p(8y) (%’)l )%,

wobei ¢ (0) die relative Langenanderung ist, die der Temperatur 6 entspricht und
auf 1(6,) bezogen ist. Anstelle von (A.1) kann auch die aus (A.1) durch
Linearisierung entstehende Formel

(A.2) P(B) = p(By) (1 +3(6))”

verwandt werden, wobei im Einzelfall zu prifen ist, ob die erzielte Genauigkeit
ausreichend ist. Die Formeln (A.1) und (A.2) gelten fur die ganze zylindrische Voll-
oder Hohlprobe, unabhangig von moéglichen Phasenumwandlungen. Solange nur
Austenit vorhanden ist, ist in (A.1) p(B) die Dichte des Austenits, nhach Abschluss
der Umwandlung die des Perlits. Insofern ist es gunstig, einen Abkulhlverlauf zu
wahlen, bei dem die Umwandlung nicht zu schnell erfolgt, oder bei dem die
Anfangstemperatur Uber der Perlit-Starttemperatur A,; liegt, um hinreichend viele
Messwerte fur den Austenit zu erhalten Es muss nur eine Dichte p(6,) zu einer
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bestimmten Temperatur 6, und Lange |, bekannt sein. Danach kann fur den
Austenit durch lineare oder polynomiale Extrapolation eine Formel fur die Dichte als
Funktion der Temperatur Uber den ganzen relevanten Temperaturbereich (bis zum
Ende der Umwandlung) gewonnen werden (vgl. z.B. [Ric73, 83]).

Zur Bestimmung der Dichte des Perlits verfahren wir analog, nur zum Ende der
Umwandlung hin, wenn kein Austenit mehr vorhanden ist, und sich der Perlit bei
weiterer Abkuhlung nur noch thermisch dehnt. Durch Extrapolation wird die Perlit-
Dichte als Funktion der Temperatur Uber den ganzen Umwandlungsbereich erhalten.
Wie schon erwahnt, ist es vorteilhaft, die Messungen zu Anfang und Ende ohne
Belastung der Probe aufzunehmen.

Die Dichte p(6,) (z.B. fur die ,Zimmertemperatur® 6, = 20 °C) kann entweder durch
Ausmessen der Masse und der Geometrie oder mit dem Archimedischen Prinzip

bestimmt werden.
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