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Ziel dieser Vorlesung ist es, zu zeigen, wie eine Modellierung des Materialverhaltens
von Stahl unter Berilcksichtigung von Phasenumwandlungen aus der Annahme der
Grundprinzipien der Kontinuumsmechanik durch Hinzunahme von speziellen
Materialgesetzen méglich wird. Wir beschranken uns dabei auf die sogenannten
Lkleinen“ Deformationen. Es soll auch deutlich werden, wie sukzessive weitere

Effekte in die Modellierung aufgenommen werden kénnen.

1. Einiges zur Mechanik der Festkorper

1.1. Hookesches Gesetz

Wir beginnen mit dem klassischen Zugversuch eines zylindrischen Stabes, z.B. mit
rechteckigem Querschnitt, der in Langsrichtung mit einer nicht zu groBen Kraft

gezogen und damit deformiert wird. Der experimentell zu beobachtende



Zusammenhang zwischen wirkender Kraft F und Langenanderung Al wird oft

hinreichend genau durch das Hookesche Gesetzt beschrieben:

(1) =g

Dabei sind A der Flacheninhalt des (als konstant angenommenen) Querschnitts des
Stabes, | seine urspriingliche Lange, Al die hervorgerufene Langenanderung und E
eine positive Materialkonstante (Erfahrung!), der Youngsche Elastizitatsmodul.

Das Hookesche Gesetz in der Form (1) erweist sich als verallgemeinerungsfahig fur

allgemeinere Situationen. Werden die Begriffe

Kraft
Spannung = Fache und
Langendnderun
Verzerrung := gl_énge d

eingeflhr, so erhalten wir die Interpretation des Hookeschen Gesetzes zu

(2) Spannung = Young-Modul x Verzerrung.

(Fur Verzerrung wird auch oft Deformation gesagt.)

AuBerdem ergibt das Experiment: Wird der Balken unter der Wirkung der Kraft
verlangert, so verringern sich seine Quermafe. Dieser Zusammenhang wird durch

die folgende Formel erfaf3t:

A Ab Al
3) 2= =VT

Dabei sind a und b die Kantenlangen des Querschnitts. Die positive Konstante v

wird gewdhnlich Poisson-Zahl genannt. (Es gilt O <v < %)

Die beiden Konstanten E und v beschreiben vollstandig das elastische Verhalten
eines homogenen isotropen Materials.

In allgemeiner Situation besitzt ein Kérper in jedem Punkt einen unterschiedlichen
Verzerrungs- und Spannungszustand. Die Modellierung dieses Zustandes fuhrt auf

partielle Differentialgleichungen. (Lit. z.B. [Fey91])

1.2. Verzerrungs- und Spannungszustand

Wir wollen jetzt kurz der Frage nachgehen, wie der Zusammenhang zwischen
Spannung und Verzerrung (Dehnung) im allgemeinen Fall ist.

Es wird nétig, in jedem Punkt eines Korpers den Verzerrungs- und

Spannungszustand zu beschreiben. Wir bleiben vorerst bei dem vertrauten Balken.



Wir flhren ein dreidimensionales kartesisches Koordinatensystem so ein, daf3 dieser
Balken mit einer Ecke im Nullpunkt und selbst ganz im ersten Oktanten liegt.

Die einzelnen Punkte des Balkens kénnen durch Ortsvektoren r = r(x, y, z)
dargestellt werden (Lage in der Referenzkonfiguration). Wird der Balken einer
Deformation unterworfen, so laBt sich jeder Kérperpunkt in seiner neuen Lage durch
den Ortsvektor r‘ =r'(x, y, z) darstellen. Die Differenz

(1) uix,y, z):=r(xy, z)—rx,y, 2)

wird Verschiebungsvektor genannt, seine Komponenten mit u,, u,, u, bezeichnet.
Wir nehmen zuerst eine homogene Deformation an.

Dann gilt wegen der Ahnlichkeit

©) o fiir alle x0[0, L],

X

Al
dabei ist |, die Lénge in x-Richtung. Den Proportionalitdtsfaktor = bezeichnen wir

Iy

mit €, und erhalten dann

(3) Uy = € X.

Im allgemeinen ist dieser ,Verzerrungsfaktor® nicht konstant, und wu, ist vom

einzelnen Punkt des Kérpers abhangig. Das fihrt zu dem allgemeineren Ansatz

0
(4) B =

Analog qilt bezuglich der Richtungen y und z:

ouy Jdu
(5) 2yy = ay ] £ZZ = FZZ.

Wir nehmen nun an, daf3 auf der ,,Oberseite” des Quaders eine Scherkraft parallel zu
dieser wirke (in Richtung der x-Achse). Dann ist die Verschiebung u, proportional

der z-Koordinate, also

(6) U =22,

wobei 0 der ,Verschiebungswinkel* ist. Es wird nur eine Halfte genommen, um die

andere aus Symmetriegrinden bei u, zu bericksichtigen. Also

(7) u, = g X.

Wir schreiben (6) und (7) um als
(8) Uy = &; Z, U, = €, X

mit



)
9) £ = Ex = -
Far den Fall der allgemeinen, nichthomogenen Deformation nehmen wir wieder die
partiellen Ableitungen. Um die einfachen starren Drehungen aus dem

Deformationsverhalten auszusondern, benutzen wir die Symmetrische Form, also

1,0u, du
(10) €= =3(3, + o)

und analog fur die anderen Index-Kombinationen.
Wir erhalten also einen symmetrischen Tensor 2. Ordnung zur Beschreibung des
lokalen Verzerrungszustandes in einem Koérperpunkt. Schreiben wir die Indices 1, 2,

3 anstelle von X, y, z, so erhalten wir die kompakte Form

1,0y 0y oo .
(11) a“'=§(&;+&: mit i, j gleich 1,2 oder 3.

Dieser Tensor wird oft linearisierter Greenscher Verzerrungstensor genannt. Bei den
obigen Ausfuhrungen haben wir stillschweigend vorausgesetzt, dass die
Ortsableitungen der Verschiebungen ,klein® sind. Ist das nicht der Fall. gestaltet sich
die Modellierung aufwendiger, man gelang zum Greenschen Verzerrungstensor, der
sogenannte ,endliche” Deformationen beschreibt. Wir l6sen uns jetzt von dem
Balken und nehmen an, dass der zu betrachtende Koérper eine recht allgemeine
Punkimenge des dreidimensionalen Raums ausfullt. Fir unsere Zwecke reicht es
aus, den Korper mit dieser seiner sogenannten Referenzkonfiguration zu
identfizieren. Eine exakte mathematische Darlegung dieser Dinge ist sehr aufwendig
([Mar83], [Hau00]). Wir mussen noch den lokalen Spannungszustand beschreiben.
Wir stellen uns eine kleine ebene Flache mit Flacheninhalt A vor, die rechtwinklig
zur x-Achse durch einen Koérperpunkt (x, y, z) geht. Stellen wir uns weiter vor, daf3
der Kérper langs dieses Flachenstucks ,aufgeschnitten® ist. Vom Kérper wirkt dann
eine Kraft auf diese Flache. Diese Kraft laBt sich in drei Komponenten bezuglich der
Koordinatenachsen zerlegen, also F,,, F,,, F,..

Die Quotienten dieser Kraftkomponenten mit dem Flacheninhalt haben den
Charakter von Spannungen, namlich

F F F
(12) S i=As Sy =" S =a-

Nun wird angenommen, daf3 diese GroBen einen Grenzwert besitzen, falls der
Flacheninhalt gegen null geht. Wir bezeichnen diese Grenzwerte mit

(.1 3) c)-XX’ c)-Xy’ xz=



Analog verfahren wir mit den anderen beiden Richtungen. Wir erhalten einen Tensor
2. Ordnung, den Cauchyschen Spannungstensor

(14) (o far i, j gleich 1,2 oder 3,

der den Spannungszustand in einem Koérperpunkt beschreibt. Aus der Erhaltung des
Drehimpulses folgt die Symmetrie des Cauchyschen Spannungstensors.

Aus der Impulsbilanz folgt als lokale Bilanzgleichung die Bewegungsgleichung

(15) p%z—tl;—divcr:f in Qx]0, T[,

dabei sind p die Massendichte, f die Dichte der Massenkrafte und T > 0 ein
Zeitpunkt, bis zu dem wir den Prozess betrachten wollen. Wir bleiben wieder bei
kleinen Deformationen.

Diese Bewegungsgleichung gilt fur alle Kérper, ob flissig oder fest, elastisch oder
nicht. Schon deswegen muB3 sie durch einen materialspezifischen Zusammenhang
erganzt werden.

Fir eine ausfuhrliche Einfuhrung und Herleitung der angesprochenen

Zusammenhange sei auf die Literatur verwiesen (z.B. [Fey91], [Alt94], [Hau0O0]).

1.3. Stahl als Mischung seiner Phasen

Sei eine Mischung aus n =2 Komponenten gegeben. Wir betrachten hier Stahl als
eine Mischung seiner meist als Phasen bezeichneten Gefligearten Austenit, Perlit,
Martensit usw. In der Mischungstheorie wird angenommen, dass die Komponenten in
jedem Koérperpunkt simultan prasent sein kénnen. Wir benutzen hier die Begriffe
Phase und Komponente synonym. Bei Stahl schlieBen wir eine Diffusion der
Komponenten (Phasen) aus, sie wandeln sich ineinander um und verbleiben am Ort.
Die fur das Verstandnis der Umwandlungen wichtige Diffusion des Kohlenstoffs wird
in diesem Modell nicht bericksichtigt. Deshalb besitzen in diesem hier betrachteten
Fall die Komponenten keine von null verschiedenen Diffusionsgeschwindigkeiten und
die makroskopische Modellierung von Stahl ist ein Spezialfall der allgemeinen
Mischungstheorie (z.B. [Ber99]). Wir stellen einige wichtige Begriffe bereit.

Wir betrachten ein (Kontroll-)Volumen V mit der Masse m. Zuerst nehmen wir an,

dass die Mischung homogen sei Dann ist die (Gesamt-)Dichte p geman

m

(1) pi="y



definiert. In dem Volumen V nehme die i-te Phase (oder Komponente) das Volumen
V, ein und besitze die Masse m, Dann sind der Volumenanteil p, der Massenanteil

X; sowie die Dichte p; der i-ten Phase entsprechend durch

Vi m; LT
(2) Pi = V: Xi = m? pi = \V/

definiert. Fir inhomogene Mischungen werden anhand von (1), (2) die GréBen p, p;,
Xi P;i in jedem Korperpunkt erklart, indem jeweils der Grenzwert dieser GroBen flr
ein sich auf einen Punkt zusammenziehendes Volumen genommen wird. (Die
Existenz dieser Grenzwerte sei angenommen.)

Bekanntlich gelten dann die folgende Bilanzen (in allen Punkten und zu allen Zeiten)

M>

(3) pi=1, >xi=T1; Oi=1,..,n: p;=0, x;=0.
i=1

i=1

Aus (1), (2) folgen der Zusammenhang zwischen Massenanteilen und

Volumenanteilen

_bi
(4) Xi=p Pi
sowie die Mischungsregeln fur die Dichte und die reziproke Dichte
(5) pP=2 PP
i=1
1 &
(6) o= 2o

Die Produkte p; p; werden auch Partialdichten genannt. Aus dem Bisherigen folgt,
daB die Kenntnis der Dichten p und p, ausreicht, um mit Hilfe von (4)
Volumenanteile und Massenanteile ineinander umzurechnen. Der Vorteil der
Massen- gegenuber den Volumenanteilen besteht jedoch darin, dal3 diese weder von
der Temperatur noch von umwandlungsfreien mechanischen Verzerrungen abhangig
sind, da die anteiligen Massen im Kontrollvolumen sich nicht verandern, solange
keine Phasenumwandlungen auftreten. Dagegen kénnen sich die Volumenanteile
allein durch elastische Verzerrungen andern, falls sich die elastischen Module der
einzelnen Phasen voneinander unterscheiden. Aus der Beziehung (4) folgt dann fur
verschiedene Temperaturen und Verzerrungen — solange keine Umwandlungen

stattfinden —

P64, &)
™ x =26 p 0, &) = 22 p (0, 2.



(Dabei gehéren entsprechend 0,, €, bzw. 0,, &, zu einem Zustand.)

Beim Stahl unterscheiden sich die Dichten der verschiedenen Phasen wenig, so
dass beim Stahl die Unterschiede zwischen Massen- und Volumenanteilen unter
einem Prozent liegen /Vgl. [Wol02d]). Wahrend in den Materialwissenschaften in der
Regel mit den Volumenanteilen gearbeitet wird, geben wir in dieser Vorlesung den
Massenanteilen den Vorzug. Nach der vorstehenden Bemerkung begehen wir keinen
groBen Fehler, wenn wir z.B. die Johnson-Mehl-Avrami-Gleichung fur die

Massenanteile benutzen.

1.4. Modelle fur Phasenumwandlungen im Stahl

Wir wollen hier kurz aus mathematischer Sicht auf die Phasentransformationen im
Stahl eingehen. (Literatur: [Mac92] allgemeine Einflihrung, [Hou86], [Fis96], [Den97],
[Hun99, 02] spezielle Arbeiten) Wie bereits ausgefiihrt, betrachten wir Stahl als eine
Mischung seiner Phasen (Austenit, Perlit, Martensit, ...), ohne Diffusion dieser
Phasen untereinander.

Wir stellen uns vor, dass wir es mit n (n = 2) verschiedenen Phasen zu tun haben.
Ihre Massenanteile (in guter Naherung gleich den Volumenanteilen) seien wie oben
mit x; bezeichnet. Dann gilt selbstverstandlich die Bilanzgleichung (3) aus 1.3. Um
die Phasentransformationen zu modellieren, benutzen wir den folgenden Ansatz als

System von gewodhnlichen Diffenrentialgleichungen
d d :
(1) wXxi=W %6 X 0) i=1,..n,

wobei fur die Produktionsraten W, wegen der Bilanzgleichung (3) aus 1.3. gelten

muss

@) 3040 X 0)=0

und zwar fir alle méglichen Argumente 6, % 8, x und o. In (1) dricken wir aus,

dass jede Phase ¥; ihre Produktionsrate besitzt, die von der Temperatur, ihrer
Zeitableitung, von den Phasen selbst sowie der Spannung (s. z.B. [AhrQ2]) abhangt.
Hier geht die durch Experiment und theoretische Untersuchung gewonnene Kenntnis
Uber die Phasenumwandlungen beim Stahl ein. Die eigentliche Schwierigkeit liegt
darin, fir konkrete Situationen und Stahlsorten die Gestalt der Funktionen W,

anzugeben. So ware es z.B. moglich, sich fur die Umwandlung von Austenit zu Perlit



far (1) die Johnson-Mehl-Avrami-Difterentialgleichung mit geeigneter Modifikation

vorzustellen. Weiter unten geben wir ein konkretes Beispiel

1.5. Volumenédnderung infolge von Dichtednderungen

In der Kontinuumsmechanik mit Phasenumwandlungen ist es nétig, den Anteil der
Verzerrungen, der durch Dichteanderungen hervorgerufen wird, zu bestimmen.

Wir betrachten ein (dreidimensionales) Kontrollvolumen V, mit der Dichte p,, das
(z.B. infolge von Phasen- und / oder Temperaturanderungen) sein Volumen auf V
mit der neuen Dichte p andert. Nehmen wir an, dass sich die Masse des

Kontrollvolumens nicht andent, so gilt offenbar

(1) T
Vo p :
Sei das Kontrollvolumen V, ein Wurfel der Kantenlange |. Bei allgemein

angenommener Isotropie der Volumenanderung gilt dann

2) V= (1 + Al
wobei Al die Langenanderung jeder einzelnen Kante ist. Somit erhalten wir
V-V, (+A)3-B Al Al Al
3) V= =3T3+ ()
0

Aus (1) und (3) erhalten wir

3 -
() Tt +221,

wie sich leicht nachprifen lasst. Fir Materialien mit  kleinen“ Dichteanderungen —

wie z.B. bei Phasenumwandlungen im Stahl - erhalten wir aus (4)

Al 1py-p
(5) T=3 5
fur die relative Langenanderung in jeder Richtung.

2. Thermoelastizitiat mit Phasenumwandlungen

2.1. Naviersche Gleichungen der linearen Elastizitdtstheorie

Der Zusammenhang zwischen Spannungs- und Verzerrungstensor st
materialspezifisch. Im einfachsten Fall wird angenommen, daf3 dieser linear ist und
dass keine thermischen oder Umwandlungseffekte auftreten, also

(1) 0; = Gy € (Summenkonvention!)



Der vierstufige Tensor C wird Elasitizitats-Tensor, Steitheits-Tensor oder Steifheits-
Matrix genannt und besitzt 81 Komponenten, diese sind aus Symmetriegrinden
durch maximal 21 verschiedene unabhangige GroBen determiniert. Bei einem
homogenen Material sind diese GroBen ortsunabhangig. Bei inhomogenen
Materialien kdnnen sie Funktionen aller drei Raumkoordinaten sein.

Die Gleichung (1) verallgemeinert das Hookesche Gesetz (1) aus 1.1.

Bei isotropen Materialien reduzieren sich die 21 unabhéangigen GréBen auf zwei, die
Lamé-Koeffizienten p und A. Aus (1) wird

(2) 0; = 2l & + A tr(g) O,

wobei tr(e) :=€,, + €, + €53 die Spurvon € und & der Einheitstensor sind.

Die Lamé-Koeffizienten stehen mit dem Young-Modul und der Poisson-Zahl in

folgendem Zusammenhang

E VE
©) =20 vy A=Tdrwd 20

Im Gegensatz zum Balken unter homogener Deformation sind Spannungs- und
Verzerrungstensor in einem Punkt von den entsprechenden Zustanden in den
anderen Koérperpunkten abhangig. Wir kénnen nicht unmittelbar mit der Gleichung (2)
rechnen,  sondern mussen Rand-Anfangswert-Aufgaben  fur  partielle
Differentialgleichungen I6sen.

Wir bericksichtigen den Zusammenhang zwischen Verschiebungen und
Verzerrungen (11) aus 1.2, setzen das Materialgesetz (2) in die
Bewegungsgleichung (15) aus 1.2. ein und erhalten die Navierschen (auch

Lamésche) Gleichungen der linearen Elastizitatstheorie (fur konstante p, A)

2
4) p %—tl; — AU — (A + p) grad(div u) = f in Qx]0, T[.
Zu (4) kommen Anfangsbedingungen fir u und %—L,: hinzu, also
ou .
(5) u(x, 0) = u, 5t % 0) =u, in Q,

(Q steht fur den Koérper) Desweiteren mussen wir Randbedingungen fur die
Verschiebungen und / oder Spannungen hinzufugen. Im Falle des reinen
Spannungsproblems (d.h., Verschiebungen werden auf dem Rand nicht vorgegeben)
(6) O Nao =@ auf 0Qx]0, T[



(o Spannungstensor geman (2), napq aufBBerer Normalenvektor, g Kraftdichte auf der
Oberflache)

Die Grundaufgabe der linearen Elastizitatstheorie besteht darin, zu gegebenen f, g,
U, U, sowie zu gegebenen Lamé-Konstanten p, A die Aufgabe (4) — (6) zu I6sen,
d.h., das von Ort und Zeit abhangige Verschiebungsfeld u zu bestimmen, also die
Bewegung des gesamten Korpers zu bestimmen. Literatur: [Cha94] aus
mechanischer Sicht, [Cia88] aus mathematischer Sicht sowie auch [Fey91], [Alt94],
[Hau00], [MUI73],

Bekanntlich spielen nicht nur beim Stahl thermische und Umwandlungseffekte eine
wesentliche Rolle. Eine Erweiterung des Modells ist also in vielen Fallen

unumganglich.

2.2. Lineare Thermoelastizitat mit Phasenumwandlungen

Die klassischen Duhamel-Neumann-Beziehungen der linearen isotropen
Thermoelastizitat werden in der Weise modifiziert, dass sie die Verzerrungen
integrieren, die aus Anderungen der Phasen entstehen:

1+v v 1 Po - P(6g)
(1) &="E Gi-E tr(o) §; + a (6- 6;) O; + 3 p(By) S;,

wobei p, die Dichte der Referenzkonfiguration (also bezogen auf 6,) und p(6,) die

Dichte des aktuellen Phasengemischs, aber bezogen auf die Referenztemperatur 0,,
sind. Wir wollen mit dem Ansatz (1) die thermischen und die durch Umwandlungen
bedingten Verzerrungen auseinander halten.

Weiter ist o der Warmeausdehungskoeffizient (bezogen auf 6,). Fir Materialien
ohne Mischungskomponenten (Phasen) fallt der letzte Term in (1) weg, und man
erhalt  die  klassischen Duhamel-Neumann-Beziehungen  der  linearen
Thermoelastizitat.

Wir bemerken, dass in diesem Modell die durch Temperatur- und
Phasenanderungen hervorgerufenen Verzerrungen und Spannungen isotrop sind.

Durch Auflésen der Gleichung (1) hach dem Spannungstensor o erhalten wir
Po - P(6o)
(2) o= 2UeE+A(lre) d-3Ka (6-6y) 6-K o(0,) 0
0
mit dem Kompressionsmodul K geman

E
(3) K= 3(1 - 2v)

10



Wir haben die Méglichkeit, den letzten Term in (1) bzw. (2) entweder mittels (5) aus
1.3. durch die Volumenanteile oder mittels (6) aus 1.3. durch die Massenanteile
auszudrucken. Jede einzelne Phase kann ihre individuellen, temperaturabhangigen
Materialparameter besitzen. Gewohnlich werden diese Gréf3en fir die Mischung aus
den entsprechenden GréBen flr die Komponenten nach Mischungsregeln, meist der
linearen bezlglich der Massen- oder Volumenanteile angesetzt.

Da die Volumenanteile von der Temperatur und den Verzerrungen abhangen (Vgl.
(7) aus 1.3.), geben wir den Massenanteilen den Vorzug. Danach flhren wir die
entsprechenden Betrachtungen mit Volumenanteilen durch. Es gilt offenbar gema
der Formel (6) aus 1.3.

p _pe n 1 n
4 Boplb) i
@) o0 (2 oeX)(2

1 4
o X )~ T

wobei X, die Anfangsmassenanteile sind. Aus den Beziehungen (2) und (4) folgt
das Materialgesetz fur die (isotrope) lineare  Thermoelastizitat — mit
Phasenumwandlungen (also fur Kérper, die Mischungen sind) in der Abhangigkeit

von den Verschiebungen u, der Temperatur 6 sowie der Massenanteile x:

_ i _ _ c 1 e
(5) o=2ue+A(re)d-3Ka (6—-6,) 0-K{( i; (00 Xi ) (i; o(0) Xoi) —1} 0
Analog zu (4) erhalten wir mittels (5) aus 1.3. die Darstellung mittels Volumenanteilen
Zu

© BOP_(TP‘E)GQ =t -_21 Pi(B0) Pai(6o) ) ( _; P(Bo) pPi(B) ) — 1,

I
wobei p, die Anfangsvolumenanteile sind. Die Beziehungen (3) aus 1.3. werden flr
die Anfangsmassen- bzw. — volumenanteile vorausgesetzt. Analog erhalten wir aus

(2) und (6) das Materialgesetz mit den Volumenanteilen

(7) 6= 21+ A(tre) 3- 3Ka (8- 8) 5 K[ ( z p(85) Paf8o) | (80) PB))' — 1} .

Wahrend die Beziehung (5) bezuglich der x; linear ist (wenn wir von der
Abhangigkeit der Materialparameter von ¥ absehen), ist es (7) bezuglich der p;
nicht. Hierin liegt ein weiterer Vorteil bei der Arbeit mit Massenanteilen.

Setzen wir den Ausdruck fur den Spannungstensor in die Bewegungsgleichung (15)

aus 1.2. ein, so erhalten wir unter Beachtung des Zusammenhangs zwischen & und

11



u ((11) aus 1.2.) die spezielle Bewegungsgleichung fur die lineare Thermoelastizitat

mit Phasenumwandlungen

2

@ p %—tl; —div(2u € + A(tr€) 8) =

= - AV(@Ka (0-8) &) ~ AV K (( 3 565X ( 3 g X = 1) 8) +f

in Qx]0, TI[.
Wie in der Thermoelastizitat notwendig, fugen wir die Warmeleitungsgleichung hinzu.

Diese lautet, erganzt durch Quellen, die aus den Phasenumwandlungen resultieren:
0 . du D de Ay .
(9) pc.yf—div(kOB) =0 Oy + pi;a—xiﬁw r in Qx]0, TI.

Hierbei sind c, spezifische Warme (Warmekapazitat), k. Warmeleitfahigkeit, e
spezifische innere Energie, r Volumendichte der auBeren Warmequellen.

(Die sogenannte Uberschiebung von zwei quadratischen Matrizen A und B wird
durch A < B :=tr(A B") erklart, wobei A B" das Matrizenprodukt von A mit B
transponiert ist.)

Zusammen mit den Umwandlungsgesetzen (1) aus 1.4. ergeben die Gleichungen (8)
und (9) ein System zur Bestimmung der Felder der Verschiebungen, der Temperatur
und der Phasen, wenn noch geeignete Anfangs- und Randbedingungen fir diese
GréBen hinzugefligt werden. Wir tun das weiter unten fur eine konkrete

Abschrecksituation, um nach Vereinfachungen die Ubersicht zu erhéhen.

3. Thermoelastizitiat mit Phasenumwandlungen und Umwandlungsplastizitat
3.1. Zur phanomenologischen Beschreibung der Umwandlungsplastizitat

Zum Phanomen der Umwandlungsplastizitat selbst verweisen wir auf die
umfangreiche Literatur (z.B. [Fis96, 99], [Mit87], [Den97]). Zuerst wurde die
Umwandlungsplastizitat flr den einachsigen Zugversuch bei konstanter Belastung
und einer Phasenumwandlung beobachtet und modelliert. In der Folge wurden der
mehrdimensionale Fall unter nichtkonstanter Belastung modelliert. Bei der Bildung
einer Phase (z.B. Martensit durch Abschrecken) wurde folgender Zusammenhang

vorgeschlagen
d 3 . ,
(1) at € = 2 Kyp 0% P(X) X

wobei g, ein durch die Umwandlunsplastizitit hervorgerufener zusatzlicher

p
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linearisierter Verzerrungsstensors ist. Die Bezeichnung up rihrt her von
,Umwandlungsplastizitat®, oft auch als ,transfomation induced plastisity“ bezeichnet.

Weiter sind ¢* der Deviator des Cauchyschen Spannungstensors o, also

(2) o*:=0 -%tr(cr) 0 (fir drei Raumdimensionen),

X die sich bildende Phase, K,, eine Materialkonstante und @ eine monotone
Funktion auf [0, 1] mit ®(0) = 0 und &(1) = 1. Die Konstante K wird z.B.

angegeben zu

ms

3) Kop=4,2 10" P

fir Stahl 42CrMo6 (Fischer), fur die Funktion & werden von den Autoren
verschiedene Varianten vorgeschlagen, eine besonders einfache ist die von Tanaker
(4) D(s) :=
Der Ansatz (1) laBt sich auf n Phasen erweitern zu (unter der Annahme (4))

d 3 <
(5) =3 Z Kupi Xi H(X) 0*

mit phasenindividuellen K (‘ steht far die Ableitung nach der Zeit.) Mit der

up,i-
Heaviside-Funktion H berlcksichtigen wir nur jeweils die Bildung einer Phase (und
nicht deren Abnahme.) Verallgemeinerungen von (5) sind méglich (z.B. [Fis99]).

Unter der Voraussetzung ¢,,(0) = O, (folgt aus Annahme des Modells) folgt aus (5)

die Beziehung

(6) Enll) =3 Y Kup: [ X H(X) 0" ds.
i=1 0

3.2. Mathematisches Modell

Die Aufgabe besteht jetzt darin, das soeben vorgestellte Modell der UP ((6) in 3.1.) in
das bisherige Modell ,Thermoelastizitat mit Phasenumwandlungen® einzubauen und
dieses damit zu erweitern. Wir beschranken uns wiederum auf den Fall  kleiner”
Deformationen. Das scheint z.B. dann gerechtfertigt, wenn von auBBen nicht massiv
mechanische Energie — wie etwa beim Walzen oder Schmieden - eingetragen wird.
Die Effekte der Umwandlungsplastizitat fuhren oft zu unerwinschtem Verzug von
Bauteilen, kdnnen meist aber trotzdem als ,klein“ gelten.

Die entscheidende Idee besteht darin, dass wir den linearisierten Verzerrungstensor

€ in eine Summe zerlegen, also
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(1) € =&y + &,
wobei der Anteil ¢, fur thermoelastisch mit Phasenumwandlungen® steht, und ¢,
den durch die Umwandlungsplastizitat hervorgerutenen Anteil von € bezeichnet. In
der linearisierten Theorie entspricht der Zerlegung (1) eine analoge Zerlegung des
Verschiebungsvektors u geman
(2) U = Uy + Uy
Wir beachten, dass die umwandlungsplastischen Deformationen volumenerhaltend
sind, was in der linearisierten Theorie zu
(3) tr(e,,) =0
fuhrt. (Die thermischen und Umwandlungsdeformationen haben wir ja in den Teil uy,
eingeschlossen.) Eine weitere Annahme unterstellt, dass der Zusammenhang
zwischen dem Spannungstensor o und dem ,thermoelastischen® Verzerrungstensor
&, thermoelastisch mit Phasenumwandlungen ist, also gemafB (5) aus 2.2. erfolgt.
Somit gilt also (beachte (3))
(4) o= 2u(e-¢g,) +Atr(E) 0+

- 3Ka (8 —-6,) 0K { (§1$Xi) (ii$xoi)'1 -1} 0.
AuBerdem bestimmt sich der umwandlungsplastische Verzerrungstensor ¢,, gemaf

(B6) aus dem vorigen Punkt 3.1. Wir bilden von ¢ in (4) den Deviator und erhalten
2
(6) o0"=2ue-zutr(e)d-2u¢g,

und setzen diesen Ausdruck in (6) aus 3.1. ein:

Kui | Xt HX) (2ug(s) - % Htr(e(s)) | - 21 £,,(s)) ds.

M>

up,i

o— ~

6) epll)=3

i=1

Wir setzen den Ausdruck flir o in die Bewegungsgleichung (15) aus 1.2. ein und
erhalten die spezielle Variante fur die Berlcksichtigung der UP. Zusammen mit der
Warmeleitungsgleichung (9) aus 2.2. und den Umwandlungsgleichungen (1) aus
1.4., komplettiert mit Anfangs- und Randbedingungen ergibt sich eine ,,geschlossene”
Aufgabe zur Bestimmung der Verschiebungen, der Temperatur, der Phasen sowie
der umwandlungsplastischen Verzerrungen. Wir schreiben dieses System flr eine
vereinfachte Variante nieder, die sich aus einem konkreten Abschreckversuch ergibt.
(Far ausfuhrliche Darlegungen im Rahmen der Theorie der endlichen Deformationen
sei auf [Wol02a, 02b, 02c] verwiesen.)
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3.3. Vereinfachtes Modell fur einen Abschreckversuch

Wir betrachten die Abschreckung eines vollstandig austenitisierten Bauteiles aus
dem Stahl 100Cr86, z.B. eines Zylinders, mit der (konstanten) Anfangstemperatur 6,
in einer Salzschmelze einer definieten Temperatur 6r < 6,, bei der sich der Austenit
vollstandig in Perlit umwandelt. Der Kérper sei mit Q bezeichnet. Wir setzen voraus,
dass die Abmessungen des Bauteiles so klein sind, dass die auftretenden
Spannungen die ganze Zeit Uber nicht die Streckgrenze erreichen, so dass
klassische Plastizitat ausgeschlossen werden kann.

Fir die Umwandlung des Austenits zu Perlit benutzen wir eine korrigierte Johnson-

Mehl-Avrami-Differentialgleichung fur die Evolution des Perlit-Anteils

0 1 .
(1) F= (55" n(®) (1 -x) 97" (1-9(6) ©) in 000, T,
dabei sind

(2) 1,9>0, n=1

temperaturabhangige Materialparameter, genauer auch spannungsabhéangige, was
oft unterdrtckt wird. Da wir es nur mit zwei Phasen zu tun haben, die in ihrer Summe
stets eins ergeben, ist es nicht nétig, fur den Austenit auch eine Gleichung
hinzuschreiben. (Sie hatte als Bildungsrate die entgegengesetzte rechte Seite der
Gleichung (1).) Natlrlich hatten wir fur dieses Beispiel anstelle des 100Cr6 auch eine
andere Stahlsorte wahlen kénnen. Diese Stahlsorte wird jedoch im
Sonderforschungsbereich 570 ,Distortion Engineering“ intensiv untersucht, so dass
die bendtigten Parameter gut bestimmt sind.

Weiter notieren wir flr unsere Situation (nur zwei Phasen!) die Bewegungsgleichung
mit vernachlassigtem Tragheitsterm und ohne auB3ere Krafte

(83) —div(2u € + A(tr ) d) = - div(3Ka (6 — 6,) d) +

_div(K 91@2)(—9")2@@ Yo 8) - div(2H £,,) in Qx]0, T[,

2\Y0.

die Warmeleitungsgleichung ohne Dissipationsterm und au3ere Quellen
4) P C. %e —div(k008) =p L, %2 in Qx]0, T[
sowie die Integralgleichung zur Bestimmung von ¢,

3 i 2
(5) Eupl(t) =5 Kipz | Xo' H(X2') (21 £(8) - 5 Hr(E(8)) | - 21 £,5(8)) ds.

0

Dabei ist L, >0 die latente Warme bei der Umwandlung des Austenits zu Perilit.
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Als Anfangsbedingungen wahlen wir

6) Xo(x,0)=0 in Q,
da zu Anfang der Umwandlung nur Austenit vorliegen soll,
(7)  6(x,0) =6, in Q

nach Voraussetzung des Versuchs. Eine Anfangsbedingung fur die Verschiebungen
u wird nicht bendtigt, da wir die Tragheit vernachlassigt haben. Als mechanische
Randbedingungen wahlen wir

(8) 0Onp=0 (Rand spannungsfrei, ngqo auBerer Normal)  auf Qx]0, T[,

als thermische Randbedingung

9 -kOBnap=P(O-6r),

wobei [ > 0O der Warmelbergangskoeffizient ist. Unter Beachtung des
Zusammenhangs (11) aus 1.2. zwischen Verschiebungen u und Verzerrungen ¢
stellt das gekoppelte System von partiellen und (parameterabhangigen)
gewodhnlichen Differentialgleichungen (1), (3), (4) sowie der Integralgleichung (5),
erganzt durch die Bedingungen (6) — (10) eine ,korrekie“ mathematische Aufgabe zur
Bestimmung der Verschiebungen u, der Temperatur 0, des Perlit-Anteils x, sowie
des umwandlungsplastischen Verzerrungstensors ¢,, dar.

Wir bemerken, dass es mdglich ist, das erhaltenen System weiter umzuformen und
dabei die GroBe ¢, auszuschlieBen. Wir wollen an dieser Stelle darauf verzichten,
da wir uns nicht weiter mit der konkreten Untersuchung oder gar der numerischen

Berechnung (Simulation) beschaftigen (z.B. [Wol02b]).

4. AbschlieBende Bemerkungen und Ausblick

1) Unter allgemeineren Annahmen aus der Kontinuumsmechanik sowie
materialspezifischer Art fir Stahl bzw. eine konkrete Stahlsorte gelingt es,
mathematische Modelle zur Beschreibung der zeitlichen Evolution der Felder der
Verschiebungen, der Temperatur und der Phasenanteile flir komplexe Situationen zu
erhalten. Diese Modelle stellen aus mathematischer Sicht Rand-Anfangswert-
Aufgaben fur gekoppelte Systeme von partiellen und gewdhnlichen, ggf. auch
Integralgleichungen, dar. lhre mathematische Untersuchung (z.B. Nachweis der
Existenz und Einzigkeit von Lésungen in gewissen Funktionenklassen, Konvergenz
von Naherungsverfahren) ist zum einen von groBem eigenstandigen

mathematischen Interesse und liefert zum anderen die Begrundung flr
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leistungsfahige Verfahren zum naherungsweisen Auffinden von Lésungen, auch
»Simulation“ genannt.

2) Um numerische Ergebnisse flr konkrete Situationen zu erhalten, missen die
mathematischen Aufgaben diskretisiert werden. Das geschieht z.B. mit den
Methoden der ,Finiten Differenzen® oder mit sogenannten Projektionsverfahren,
deren wichtigste Spezialisierung die Methode der Finiten Elemente ist. Hier hat es in
den letzten Jahrzehnten groBBe Fortschritte gegeben, die die Entwicklung
leistungsfahiger kommerzieller Software ermoglichten.

3) Der mathematischen Berechnung gehen die Entwicklung des Modells und
natirlich die Gewinnung der Materialparameter voraus, was beides nicht trivial ist.
Durch Vergleich von errechneten und gemessenen Werten mussen die Modelle auf
ihre Gultigkeit Uberprift werden. Oft ist es sinnvoll, die Modelle durch zusatzliche
Annahmen zu vereinfachen, um den mathematischen Aufwand zu verringern. Dabei
ist das Kriterium der Zulassigkeit wiederum die (hinreichende) Ubereinstimmung von
Rechnung und Experiment.

4) Das im Punkt 3 entwickelte Modell der Thermoelastizitat mit
Phasenumwandlungen und UP lasst sich durch Berlicksichtigung der klassischen
Plastizitat erweitern, was insbesondere im Falle sogenannter ,endlicher” oder groBer
Deformationen zu wesentlich komplizierteren Aufgaben fuhrt (z.B. [Wol02a, 02¢])).

5) Im Sonderforschungsbereich 570 ,Distortion Engineering“ arbeiten Ingenieure,
Physiker und Mathematiker gemeinsam auch an Aufgaben, die durch diese
Vorlesung skizziert wurden. Von den Kollegen des Zentrums fiir Technomathematik

liegen zu den vorgestellten Aufgaben erste Simulationsergebnisse vor (z.B. [Wol00]).
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