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Einfuhrung des Drucks fur die instationédren Stokes-Gleichungen

mittels der Methode von Kaplan
Michael Wolff 1

1. Formulierung des Hauptresultats
Sei QORM (n = 2) ein beschranktes Lipschitz-Gebiet mit Rand I := 0Q.

Wir betrachten das instationéare (lineare) System der Stokes-Gleichungen in Q x R:

(1.1) %—?-Au+gradp=f in QxR,

(1.2) divu=g in QxR,

(1.3) u=ur auf I xR.

Unser Hauptresultat (s. Punkt 4) lautet: Unter den Voraussetzungen
1

(1.4) f O L2(R; H1(Q; CM) + H(R; L2(Q; CN)),

(1.5) u- besitze eine Fortsetzung

1
U- O L2(R; HI(Q; €M) n HA(R; L2(Q; Cn)),

1
(1.6) g OL2(R; H)) n H2(R; V) (H,, V, - siehe Punkt 4)

besitzt die Aufgabe (1.1) — (1.3) genau eine schwache Lésung (u, p) mit

(1.7) u 0 L2(R; HI(Q; CM)) n H%(R; L2(Q; Cn)),
(1.8) p OL2(R; H,) + H'%(R; V)

sowie mit der Abschatzung

(1.9) Hull + llpll < ¢ (NIl + 11Tl + Hgll).

In (1.9) sind die entsprechenden Normen in den vorher angegebenen Raumen
gemeint. Im laufenden Text werden die bendtigten Raume néher definiert und
abklrzende Bezeichnungen eingeflhrt.

Wir bemerken, daf3 der Druck p in (1.8) einen distributiven Anteil besitzt, deshalb ist
eine einfache Einschrankung der Aufgabe auf ein endliches Zeitintervall nicht ohne
weitere Voraussetzungen moglich.

Es ist bekannt (s. z.B. [3, 13, 14] und die dort zitierten Quellen), daf3 fir die Aufgabe

uber einem endlichen Zeitintervall unter recht schwachen Voraussetzungen an die
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rechten Seiten die eindeutige Existenz von u gesichert ist, daf3 aber (iber den Druck
p keine Aussagen wie etwa in (1.8), (1.9) bewiesen werden konnten.

Bei starkeren Voraussetzungen an die Regularitat des Gebietes Q ist es mdglich,
mit Hilfe der Potentialtheorie sehr gute Ergebnisse flur Innen- und AufBBengebiete zu
erhalten. Wir verweisen auf die Arbeiten [2, 4, 5, 10] und die dort zitierte Literatur.

Um die Schwierigkeiten bei der Einfihrung des Drucks und der Gewinnung einer
Abschatzung der Art (1.9) im instationdren Fall zu Uberwinden, beschreiten wir
folgenden Weg:

Wir betrachten die instationdre Stokes-Aufgabe zuerst auf der ganzen reellen (Zeit-)
Achse. Diese Aufgabe untersuchen wir mit einer von Kaplan [9] vorgeschlagenen
Methode und fassen sie als ein Variationsproblem mit zwei Sesquilinearformen auf
(Punkte 2 und 3), dabei ist es nétig, mit Raumem Gber C zu arbeiten. Wir benutzen
funktionalanalytische Argumente. Dabei zeigt sich eine gewisse Analogie zur
stationaren Aufgabe (Vgl. z.B. [1, 6, 7]), allerdings in RGumen komplizierterer Struktur
und mit gré3erem technischen Aufwand.

Mit starkeren Voraussetzungen an die rechten Seiten laf3t sich der distributive Anteil
des Drucks eliminieren (Punkt 5).

AbschlieBBend wenden wir die erhaltenen Resultate auf die entsprechende Aufgabe

fur ein endlichen Intervall ]0, T[ an (Punkt 6).

2. Die Kaplan-Methode fiir eine abstrakte parabolische Gleichung
Seien V OH separable HilbertrAume Uber C mit stetiger und dichter Einbettung.
Die Skalarprodukte seien mit (0 ) in H, ((I Q) in V, bezeichnet. Identifizieren wir H
mit seinem Antidualem H’, so erhalten wir das Evolutionstripel V O H OV,
Dann definieren wir die Hilbert-Rdume

H:=L2(R; H) und V:=L2(R; V)
in der Ublichen Weise mit den Skalarprodukten

+00 +00

(ulvy:= [ (u@vd)dtund (ulvy:= [ ((u)lv(t)))dt

Sei a:VxV - C eine stetige Sesquilinearform, d.h.
(2.1) OvOv ist a(flv) linear, OulV ist a(u, ) konjugiert-linear,
(2.2) Ou, vOV @ la(u, v)I < M llullylivily mit 0 <M < +oo,

AuBBerdem mdge ein m > 0 existieren, so daf3 gilt



(2.3) Ou, vOV : IRe a(u, u)l = m llully.

Aus (2.1), (2.2) folgt dann die Existenz eines stetigen linearen Operators A:V - V
(2.4) a(u, v) = (Au, v) Ou, vOV.
Hierbei ist (, ) die Anti-Dualpaarung zwischen V' und V. Wie bekannt, kann der

Antiduale V' zu V mit L2(R; V’) identifiziert werden. Dann gilt

(U,Vlyy= +J (u(t) , v(t) )y,y dt CuOv’, OvOVv.

(mit V' := antidualer Raum von V, also Menge der auf V stetigen konjugiert-linearen
Funktionale)
Far Funktionen ulJH mit kompaktem (Zeit-)Trager und endlich vielen Werten in H

erklaren wir die Fourier-Transformation Ublicherweise mit

400

F(U)(1) = O(1) = \/%1 [ et u) .

-00

Mit der Standard-Procedur wird § auf H erweitert, und wir erhalten

(2.5) (G | </\)H =(ulv)y  Ou, vOH. (Satz von Plancherel)
Wie bekannt, ist & : H — H eine unitare Bijektion.
Analog kénnen wir auch die Fourier-Transfomation & :V — V definieren.

Wir definieren den Hilbert-Raum W vermége
1 +00
W= H2(R, H) == {udH : | (1+ I) I0(T)I5 dt < +o0 ),

versehen mit dem Skalarprodukt
(ulv)y = [ (1+ ) (U(r) 1 9(1)), dt .

Sei eine weitere Sesquilinearform b: WxW - C definiert mit:

(2.6) b(u, V) := fo it (U(T) 1 V(1)) dT .

Dann gelten offenbar:

(2.7) Ib(u, v)I < lully lIvily Cu, vOW,



™ du

(2.8) b(u,v):= j (6_t(t) | v(t) ) dt, falls u differenzierbar mit kompaktem Trager.

-00

(2.9) b(v, u) =-b(u,v) Ou, vOOW.

Die Form b erzeugt einen linearen stetigen Operator B: W — W mit
(2.10) b(u, v) = (Bu, v) (u, vOW.

Desweiteren definieren wir den H-Raum X:=VnW

mit dem Skalarprodukt:

(Ul v)y:=(ulv)y+ fo Tl (O(r) 1 9(T)),, dt .

Die stetige Einbettung VOH und (2.5) sichern, da3 dieses Skalarprodukt zu dem
ublichen (ulv)y+(ulv)y Aaquivalent ist.

In der Ublichen Weise ist dann der Antiduale zu X mit

1
X =V + W =L2R; V') + HZ(R, H)

erklart, wobei wir H mit H und L2(R; H) mit (L2(R; H))’ identifizieren.

Wir definieren nun die stetige Sesquilinearform e vermdge

(2.11) e(u, v) :=a(u, v) + b(u, v) Ou, vOX.

Damit wird ein Operator EOL(X, X’) (d.h. E: X - X’ linear und stetig) durch
(Eu,v) :=e(u,v) Ou, vX mit Eu = Au + Bu

erklart.

Sei nun fOX'. Wir betrachten die Operatorgleichung

(2.12) Eu=Bu+ Au=*f.

Diese ist zur Variationsgleichung

(2.13) e(u, v) =b(u, v) + a(u, v) = (f, v) OvX
aquivalent.

Satz 2.1. (Kaplan [9]) Die Sesquilinearform a erfille die Bedingungen (2.1), (2.2)
und (2.3), die Form b sei gemal (2.6) definiert. Dann existiert far alle fOOX' genau

eine Losung ullX der Aufgabe (2.12), die der Abschatzung
(2.14) llullg< (1 + 22y Jifily

genugt.



Beweis: Wir bemerken, daf3 die Form e auf X nicht stark postiv ist.
(i) Wir zeigen, daf3 der Wertebereich Ran E von E in X’ dichtist.
Sei also vX beliebig gewahlt und es gelte:
(Eu,v) =0 [OulX. (D. h., vI°Ran E := Annihilator von Ran E)
Wir setzen u :=v und erhalten wegen (2.9)
0 = Re (Ev, v) = Re e(v, v) = Re a(v, v),
also gilt v = 0 infolge von (2.3), also {0} = °“Ran E. Da X Hilbert-Raum ist, folgt
hieraus die Dichtheit von Ran E.
(if) Wir zeigen nun, daf3 E von unten beschrankt ist.
Dazu definieren wir die Operatoren
(Mu)(t) := i sign(t) u(t), CulJH und

Pui=u:=F 1 oM-F)u CulJH.

Dannist 9 auf H und V linear, und es gelten:
(2.15) llully < lully Culv,

(2.16) llully < Hully CuH.
Aufgrund von (2.6) gilt dann auch

+00

(2.17) b(u, 0) = [ It lN@)2dt  OuOM.

Sei nun u eine Lésung von (2.13) fur ein gewisses fOE(X) O X', (E(X) := Ran E).

Einsetzen von u fur v in (2.13) ergibt dann unter Beachtung von (2.3) und (2.9):

(2.18) m IIulls <|Rea(u, u) | =1 Ree(u,u) | =1Re(f, u) | <I(f, u)l < liflly lully.

Desweiteren wird v := u in (2.13) eingesetzt, was infolge von (2.15), (2.16), (2.17)
und (2.18) zu

(2.19) J Tl |{J\(T)|2 drt < llflly [1ully + M lully lally < 1flly Hully +% Il Hully

fuhrt. Die Kombination von (2.18) und (2.19) liefert die Abschatzung (2.14) far fOE(X).
Also ist E auf E(X) stetig invertierbar, wegen der Dichtheit von E(X) ist dann E ein

Isomorphismus.



Bemerkung 2.2. Die Lésung der Aufgabe (2.12) im Sinne von Satz 2.1. kann als

schwache Lésung der abstrakten parabolischen Aufgabe

du
E+Au=f

auf der gesamten reellen Achse aufgefaBt werden. Dabei ist A ein elliptischer

Operator.

Sei mit ¢, die Einbettungskonstante von V in H bezeichnet, dann gilt nattrlich
2 2
(2.20) llully < c5 Iully.

Aus dem Beweis des Satzes 2.1. ergibt sich fur die Lésung von (2.12) eine

zusatzliche Abschéatzung, die uns spéter wichtig ist.

Lemma 2.3. Unter den Voraussetzungen von Satz 2.1. gilt fir die Lésung ulX der

Aufgabe (2.12) die zuséatzliche Abschéatzung:

2
(2.21) llully < (2M + 1 + 2c5) llully + 2 1iflly

Wir wollen untersuchen, unter welchen Bedingungen die Lésung von (2.11) reell ist.

Definition 2.4. Sei H ein Hilbert-Raum tber C. Ein konjugiert-linearer Operator
J:H - H heiBt Involution, falls gelten

J2 =1 (1 :=Identitat )

Ox,yOH (Ux1Jdy)=(x1y)
(»Vertraglichkeit von J mit Skalarprodukt in H).

Oft wird J(x) auch mit x bezeichnet. Gilt x = x, so nennen wir x reell (bezgl. J).

Lemma 2.5. Der Hilbert-Raum X Uber C besitze die Involution J.
Neben (2.1), (2.2), (2.3) und (2.6) mdgen gelten:

(2.22) a(u, v) = a(u, v) (OR), COu, v(IV mit u=Ju:=u, v=v.
Far fOX' gelte

(2.23) (f,v)=(f,v), OvOX mit v=v.

Dann ist die nach Satz 2.1. existierende L6sung ulX von (2.12) reell.



Beweis: Zuerst bemerken wir, daf3 mit Hilfe von (2.8) leicht folgt

(2.24) b(u, v) = b(u, v) (OR), Ou, vOW mit u=u, v=v.
Sei u=x+iy Lésungvon (2.12) mit x, y reell. Dann folgt aus (2.13)

b(x, v) + ib(y, v) + a(x, v) + ia(y, v) = (f, v) OvOX.
Wir wahlen v =v und bilden von der vorstehenden Gleichung den Imaginarteil:

3 (b(x, v) - bx, v) ) +3; (ib(y, v) - By, v) ) +

+51 (%, v)-alx, V) ) + 5 (ialy, v) - aly, v) ) = 0
Aufgrund von (2.9), (2.22) und (2.24) folgt hieraus:
b(y, v) + a(y, v) = 0.
Wir wéhlen nun v :=y und erhalten (beachte (2.9) und (2.23)):

a(y,y)=0,alsogelten y=0 und x=u, somitist u reell.

Bemerkung 2.6. Existiert in H eine Involution, so existiet auch in H eine
kanonische Involution. In vielen Anwendungen ist H ein Hilbert-Raum, der aus
komplexwertigen Funktionen besteht. Somit ist die kanonische Involution die
punktweise und ggf. komponentenweise Ubliche komplexe Konjugation und reell

bedeutet dann reell im Ublichen Sinn.

Wir wollen jetzt spater benétigte Regularitatsresultate flr eine Lésung von (2.12)
beweisen. Die Bezeichnungen flur die Raume bleiben wie bisher.

Die Sesquilinearform a habe nun die Darstellung

(2.25) a(u, v) := J a(t, u(t), v(t)) dt Ou, vOV,
R

wobei a : RxVxV - C f.f.a.tOR eine Sesquilinearform sei, die den Bedingungen

a(e, u, v) ist meBbar Ou,v OV,
(2.26) D|G(t, u, v)I < M llully lvily
[IRe a(t,u,u)l=m ||U||€/ ffa. tOR,OuvOV,0<m<M«< +

(m, M unabhéngig von t, u, v) genlgt.

Offenbar gentigt dann die Form a den Bedingungen (2.1) - (2.3).

Wir erinnern an die Bezeichnung (d,u)(t) := u(t + h) - u(t) fur hOR.



Satz 2.7. Die Form a erfllle (2.25) und (2.26).
(i) Sei fOX mit
(2.27) (f,v)=0 OvOX mit  v(t)=0 ffa.t>0.
Dann gilt far die Lé6sung ulJX der Aufgabe (2.12)
uit)=0 ffa.t<O.
(if) (Beschranktheit und Stetigkeit der L6sung mit Werten in H)

Sei fOV n Hs(R;H) (OX') farein 0<s <% und habe die Darstellung:

AN

(2.28) (F,v) = [ ((£40), v(t)) dt+ [ (T(0) 19(1) ) ot OvOX
R R
mit f,0V und f,0HS(R ;H).

Dann gilt far die L6sung ulJX der Aufgabe (2.12)

t t 2

1 2 2
(2.29) m I llu(m)llz dt + lut)Iz <7, J 1, (D)l dT + ¢ Hf,llsg: 1y + ||U||H%( R H) f.fa.tOR
und
udL*(R; H)nC(R; H).
Beweis: (i) Nach dem Satz von Lebesgue gilt offenbar
t+e
lu(t)l2 = lim % J lu(t)l2 dt ffa.tOR. (|0 - Normin H)
€-+0 t

Seien tOR und € > 0, wir definieren die Lipschitz-stetige Schnittfunktion

P(T) = Pe (1)

D1, fart <t
(2.30) o) = [ 1(-t)+1,  firtsts<t+e .
DO, firt+e<t
Es qilt die Beziehung (vgl. [9])
t+e¢
(2.31) Reb(u, pu) =3¢ [ lu@Pdr  CuOw.
t

Aus der Gleichung (2.13) erhalten wir
Re b(u, pu) + Re a(u, pu) = Re (f, pu), also

(2.32) T Pe 1(T) Re a(t, u(t), u(t)) dt + QLEtrIu(T)I2 dt = Re (f, pu).

t

Zum Beweis der ersten Aussage des Lemmas setzen wir t<0 und € >0 so, daf3



t+ €< 0. Dann gilt pu=0 f.fa. t>0 und unter Beachtung von (2.27) folgt nach dem
Grenzlbergang fir € — 0 aus (2.32) die Behauptung.
(i) Zum Beweis der zweiten Aussage benutzen wir die Darstellung von f gemaf

(2.28). So folgt far f,0V

400

(2.33) (fr, pu) = | (D), p(MU)yy dT = [ pey(T) (fy(T) , U(D)yry dr.

=00

Gestutzt auf einem Argument in [12] gilt die Abschéatzung

t+¢

1

(234) ”pU”HS(R H) S <C ”U”HS(R H) + J. |U( )|2dr
t

wobei ¢ nicht von & abhangt.

Zusammenfassend folgt aus (2.28), (2.32), (2.33), (2.34)

(2.35) Tpst ) Re a(t, u(t), u (T))dt+2lstrlu(t)l2drs

t

+00 t+¢

< [ Pea®) (1) , U@y O + € HlErsqe vy + MUl + gz | lu()Pdr
-0 t

Der Grenzlibergang fur € — O ist jetzt korrekt, und einfache Abschatzungen ergeben
(2.29) und uOL>(R; H).

Die Stetigkeit folgt aus nachfolgenden Uberlegungen:

Wir testen die Variationsgleichung (2.13) mit d,,¢, wobei ¢LIX beliebig gewéahlt wird,

und wiederholen die vorigen Argumente. Es ergibt sich

(2.36) b(3,u, ¢) + [ alt, 8u, §) dt=-[ (a(t+h, ut+h), (1) - alt, u(t + h), o(v)) dt +

R R

/\

+j (8, fy(t t))dt+j 1) 1 $(1)) dr.

Im nachsten Schritt wahlen wir ¢ := pgt d,u, wobei pg; die durch (2.30) definierte
Schnittfunktion ist. Von der erhaltenen ldentitat nehmen wir den Realteil und erhalten

mit den gleichen Argumenten, die zu (2.35) fUhrten,

t+e
(2.37) I P 1(T) Re a(t, (8,u)(1), (3,u)(T)) dt + 2le J 1(3,u)(T)I2 dt <
R t

< J Pe +(T) I a(T + h, u(t + h), (3,u)(1)) - a(t, u(t + h), (d,u)(1)) I dT + ¢ ||6hf2||a-s(;R; H) +
R
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t+e

+ [ ped® 1(((  (BUU(D) ) | dt+ 18,UllEe; v + 502 [ 18U dr
R t

Mit Standard-Tricks und Grenziibergang fir € — 0 gelangen wir zu

(2.38) m f 113, u)(T)l12 dt + 1(3,u) (t)|2<%f 13, ,(0)lle 0T + ¢ 118, Frs(g 1y

-00

t
+ ||6hullﬁs(R; Hy +C J | a(t + h, u(t + h), (d,u)(1)) - a(t, u(t + h), (Bu)(1)) I dt f.f.a.t0OR

-00

Das letzte Integral in (2.38) IaBt sich abschatzen durch

t 1t 1
2cM (I Il u(t + h) Il dT)E(J 11 (3,u)(T) Il d1)2 < c llullylId,ully < ¢ 115,ully.

Fir h -~ 0 gehen lI3,ully sowie die anderen Terme auf der rechten Seite in (2.38)

wegen der Stetigkeit im Mittel gegen 0, und somit ist uOC(R; H).

Fir die abstrakte Situation wollen wir noch ein weiteres, spater bendtigtes
Regularitatsresultat angeben.

Die Sesquilinearform a habe nun die Darstellung

(2.39) a(u, v) := j a(u(t), v(t)) dt Ou, vOV,
R

wobei a : VXV . € eine von tOR unabhéngige Sesquilinearform sei, die den

Bedingungen
(2.40) la(u, v)I < M llully [vily

IRe a(u, u)l =m ||ullf/ Ou,vOV,0<m <M< +oo,
(2.41) o(u, v) = Ou, vOIV

genugt. Offenbar genligt dann die Form a den Bedingungen (2.1) - (2.3).
Mit Standard-Argumenten wie Testen mit Steklov-Mitteln und Differenzenquotienten

erhalten wir das folgende Resultat.

Satz 2.8. Es sei a : VXV . C eine Sesquilinearform, die den Bedingungen (2.39),
(2.40) und (2.41) genlgt. Die Form b sei gemaB (2.6) definiert.
AuBBerdem sei
f O L2(R; H) + HI(R; V).
Dann gelten firr die nach Satz 2.1. existierende L6ésung ullX der Aufgabe (2.12)
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(2.42) uOH(R; H), Bu=uU

sowie die Abschéatzung

(2.43) U 1C2R; 1y < HONC2GR ) + 4 1@ vy Tl 2 vy

3. Ein Variationsproblem mit zwei Sesquilinearformen
Wir Ubertragen hier ein bekanntes Variationsproblem flur zwei Bilinearformen (vgl.
z.B. [1]) auf Sesquilinearformen, um in der Anwendung mit der Form e :=a + b aus

(2.11) zu arbeiten.

Seien X und Y Hilbert-Rdume Uber C, seien e : X xY - C eine stetige

Sesquilinearform und LOL(X, Y) sowie Z :=Ker L OX.

Far die Sesquilinearform e gelte:

(3.1) O fOx° 0 uiz : e(u,v)=(f,v) 0 vlz.
( X’ - antidualer Raum zu X, (0 ) - Antidualpaarung zwischen X’ und X)
Wir notieren, daf3 aus dem Satz von Banach aus (3.1) die Abschétzung
(3.2) lull, < c lifll,

folgt. FUr den Operator L mdge gelten:

Lw ,
33) OB>0  : BllpllvaWSleJ_%}ﬂ?Msz 0 p0y:.

Satz 3.1. Seien fOX’ und e und L erfillen die Bedingungen (3.1) bzw. (3.2).
Dann besitzt die Aufgabe

(3.4) e(u,v) + (p, Lv)=(f,v) OfOx,

(3.5) (q,Lu)=0 O qay’

genau eine Lésung (u, p) O X x ¥’. Uberdies gelten die Abschatzungen

(3.6) lull, < ¢ Iifll,,
(3.7) liplly s%( lully + 11fll,)

mit ¢ von f und u unabhéngig.

Beweis: Wegen (3.1) existiert genau ein u0Z mit  e(u, v) = (f, v) O vz.
Weiter gilt (3.2). Betrachten die Aufgabe

(3.8) (p,Lv)=(f,v)-e(u,v)=: (? , V) O vOX.
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Klar, (? ,V)=0 0 viOz.
Aus der Bedingung (3.3) folgt, daf3 eine mdgliche Losung pOY’ einzig ist.
Offenbarist X =2 [0 Z" und es genlgt, die Aufgabe (3.8) fir v[J0ZY zu betrachten.
Far jedes pUY ist die Abbildung v - (p, Lv) stetig und konjugiert-linear auf Z°.
Also existiert nach dem Satz von Riesz genau ein Tp[zZ® mit
(Tplv)=(p,Lv) vOzZ-

Hieraus folgt TOL(Y’, X) mit IITIl < IILIl; auBerdem ist T wegen (3.3) injektiv.
Wir bezeichnen R :=Ran T (O ZY) und zeigen die Gleichheit R = Z".
Zeigen zuerst die Abgeschlossenheit von R.
Sei (p) eine Folge in ¥ mit Tp; - wz".
Da (Tp) eine Cauchy-Folge ist, folgt mittels der Bedingung (3.3), daf3 auch (p) eine
Cauchy-Folge ist, also p; -~ q und somit Tp, -~ Tq=w.
Zeigen nun R = ZH. Wegen der Abgeschlossenheit von R gilt Z8=R [ RE.
Wéhlen v[RE, dann ist

(p,Lv)=(Tplv)=0 O pQy’
wegen TpOR.
Also ist vOOKer L =: Z. Nach Wahl ist aber vORZ[ ZH, somit sind v=0und R =2Z".

Nach dem Satz von Banach istdann T:Y - ZU ein Homéomorphismus.

Nach dem Satz von Riesz existiert zu ?D(ZD)’ genau ein wZY mit

~

(f,v)=(wlv) O vOzZ5

Uberdies gilt natrlich llwll, = [Ifll,.

Dann erfillt p:=T-'w OV

~

(3.9) (f,v)=(wlv)= (Tﬁ lv) = (/p\ , Lv) 0 vOzo,
also ist 6 0¥ Ldsung von (3.6). Weiter gilt, da T Homéomorphismus,
IISIIW < T Hwlly < 1T II?II,( < T Hully + Ul ).

1

Aus (3.3) und (3.9) folgt die Abschatzung der Norm von T-' durch B

Bemerkung 3.2. Satz 3.1. ist Ubertragbar auf den inhomogenen Fall, indem fir

gegebenes gllY anstelle von (3.5) gefordert wird
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(3.10) (9,Lu)=(q,9) O gl
Falls ein u,0X existiert mit Lu, = g, so laBt sich die Aufgabe (3.4), (3.10) durch

Homogenisieren auf die Aufgabe (3.4), (3.5) zurlckfihren.

4. Anwendung auf instationdre Stokes-Gleichungen
Sei QORM (n=2) ein beschréanktes Gebiet mit Lipschitz-Rand I:= 0Q.

Wir betrachten das instationare (lineare) System der Stokes-Gleichungen in QxR:

(4.1) %—ltj - Au + gradp = f in QOxR,
(4.2) divu=g in QOxR,
(4.3) u=ur auf MxR.

Jetzt definieren wir Spezialisierungen fur die vorher eingefuhrten Rdume:

Vi=HyQ; "),  H:=L2Q; Cn) mit den Skalarprodukten:

((ulv)) :=J Ou Ov dx und  (ulv) :=J uv dx.
Q Q

Hierbei ist mit v = v(x, t) die Ubliche Konjugation einer komplexen Zahl bzw. eines

aus komplexen Zahlen bestehenden Vektors oder Matrix zu verstehen.

Die Hilbert-Radume H, V, W, X, X’ ergeben sich wie zu Beginn des Punktes 2 mit den

jetzt konkreten Raumen V und H, also:

Hi= L2(R; LA(Q; €M), V= L2(R; HY(Q: Cn)),

—

N =

W := H(R; L2(Q; C")) X:=WnV= H%(R; L2(Q; €")L2(R; Ho(Q; €M),

1
X:=W +V =H?R; L2(Q; C")) + L2(R; H1(Q; C)).
In kanonischer Weise sind dann in diesen Rdumen Involutionen erklart, die mit den

Skalarprodukten vertraglich sind. Desweiteren definieren wir die Hilbert-Raume:

V, :={udH(Q; C) | J udx=0}, V,’ := antidualer Raum zu V,,
Q
Hp ={uldL2(Q; C) | I udx=01}, Hp’ sei mit Hp identifiziert;
Q
1
Y:=L4R; H) n H¥(R; V.)), woraus dann folgt

1
Y = L2(R; H) + H 2(R; V,)
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Die Form b sei gemaB (2.6) fir u, v 0 W definiert. Die Form a sei gemaf

(4.4) a(u, v) := To j Ou Ov dx dt
-0 Q

auf VxV definiert und genligt dann den Eigenschaften (2.1) - (2.3) mit M=m = 1.

Desweiteren sei e :=b +a wiein (2.11).

Bemerkung 4.1. Es ware mdglich, nach entsprechender Homogenisierung den Satz
2.1. fur die "divergenzfreien" Entsprechungen der Rdume H, V, W, X, X’ anzuwenden,
um die Existenz einer schwachen Lésung von (4.1) - (4.3) zu erhalten. Wir hatten

damit jedoch keine befriedigenden Informationen tber den Druck p.

Deshalb wollen wir das instationdre Stokes-System (4.1) - (4.3) als geeignetes
Variationsproblem mit zwei Sesquilinearformen formulieren und l6sen.

Wir definieren den Operator L:X Y

vermoge
(4.5) (p,Lu):= -+f (p; I divu) dt + +J (grad & p, | & u) dt

1
fir paY mit p =py +py, PyOLA(R; Hy), p0H" 2(R; V,), ulX.
Hierbei verwenden wir die Bezeichnungen

» o

. N gul
divu := ; ox, und gradp := ( ax; " ox, )
Lemma 4.2. Fur den durch (4.5) definierten Operator L gelten:
(i) LOLY)  mit Ll <+/n.
(ii) Fir Z :=Ker L qilt: Z={vX | divv=0 f.0.in QxR }

Beweis: (i) Aus der Beziehung (4.5) und den Eigenschaften der Fourier-Transfor-
1
2

mation auf Distributionen aus H™ 2 folgen die Korrektheit der Definition von L sowie
die Behauptungen durch Standardabschatzungen.

Die Definition von L ist auch von der Darstellung von p unabhéngig, da

1
L2(R; Hy) n H 2(R; V,) O LA(R; V,) dicht.
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(ii) Sei ulJz, dann ist (p, Lu)=0 OpOY, somit gilt auch

(4.6) 0= -T(p | div u) dt O pOLA(R; H)

=00

Fur beliebiges pOL%(R; L2(Q; C)) setzen wir

Palt) = Iy [ px, 1) dx,

Q
dann gelten
PoOL2(R; L2(Q; C)) und  p - pg OLA(R; Hy)
und aus (4.6) folgt divv=0 f.0.in QxR.

Seinun ul{vOX | divv=0 f.4.in QxR }. Dann gilt

+00

(4.7) (p,Lu):= J (grad & p, | § u) dt

=00

1
Opdy mit p=py+py PyOLAR; Hy), polH 2(R; V).

1
Wéhlen eine Folge (py) in L3(R; V) mit py - p, in H 2(R; V,) und bezeichnen

Py = Py + Pok- Dann erhalten wir mit Standardargumenten aus (4.7):

(4.8) (P, Lu):= [ (grad & py | Fu) dt= [ (F grad py | F u) dt =
= T (grad py | u) dt = - T(pzk | div u) dt = 0.

Der Grenziibergang fur k — o in (4.8) liefert uOKer L = Z.

Bemerkung 4.3. Der Operator L ist eine Verallgemeinerung des Divergenzoperators,

als Abbildung von X nach Y.

Die folgenden Aussagen uber den Operator L sind fundamental fir die weitere
Behandlung der Aufgabe (4.1) - (4-3).

Lemma 4.4. Fur den geman (4.5) definierten Operator L gelten die Aussagen:
(i) O gy OuOKerL)ZOX Lu=g
dabei gilt der Abschatzung
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(4.9) lully < & liglly,

wobei C :=max { co, \J1 + ¢4} mit ()= J g1_t%mdt

R

und c, hangt nur vom Gebiet Q ab.

(ii) Der Operator L genligt der Abschéatzung (3.3) mit der Konstanten (3 := ¢ -1.

Beweis: (i) Sei glJY gegeben, betrachten die Gleichung
(4.10) (p,Lu)y=(p,9)  DOpOY.
Wir testen (4.10) mit

P - P OLA(R; Hy)

fiir beliebiges pOLZ(R; L2(Q; C)) (Pal®) =17 [ P, 1) dx)
Q

und erhalten
(4.11) - div u(t) = g(t) in Q, f.f.a. tOC.
Es ist bekannt (vgl. z.B. [6, 7 13] fir reellwertige GroBen; bei komplexen GréRen
separate Betrachtung fir Real- und Imaginéarteile), daf3 fir die tOR, fur die (4.11)
Sinn macht, genau ein

u(t) OV n (Ker div)H existiert mit

Hu(®)lly < cq gl 2 ¢) = Cq I1diV Ul 25 ¢)-
Die Konstante c ist im reellen wie komplexen Fall gleich und hangt nur von Q ab.
Somit folgt
(4.12) ulv. mit  llully < cq ligll 2. H'
Aus (4.11) erhalten wir f.f.a. tOR fur dieses u:

(4.13) I u(x, t) O¢ dx = I a(x, 1) § dx = (g(t) , ¢)vp’,vp O¢0V,

Q Q
da V,OH, 0V, ein Raumtripel ist.

Nach dem Satz von Riesz existiert zu g(t)UV,’ (f.f.a.t) genau ein w(t)LV, mit

(4.14) (a(t), q))vp',vp = (w(t) 1 ¢) = J Ow(x, t) Do dx O ¢0OV,.

Q

AuB3erdem gilt die Abschéatzung
(4.15) IIw(t)IIVp = IIg(t)IIVp,
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Wegen der Einzigkeit von u und w folgt aus (4.13) und (4.14)
(4.16) u(t) = Ow(t) und  llu@®ll 2 n) = |Ig(t)IIVp, f.fa. tOR.
Aus (4.14) folgt dann fur f.a. t, sOUR die Beziehung

[ (Ow(t) - Ow(s)) Odx = (g(t) - g(s), 9) 00V,
Q

Jetzt setzen wir ¢ := w(t) - w(s), was zu

Il w(t) - w(s) II\2,p < Il g(t) - g(s) II\Z,p’
fihrt. Nach Voraussetzung an g gilt (Vgl. z.B. [8]):
2
IIgIIH%

(R;V,.)

= Ilglliz(R;Vp7)+c1 [ [ 1t-si211 g(t) - g(s) llyy ct ds < oo
P R R

2(1 -
mit (e = [ 2t
R

Also folgt uOW mit
]
||U||W < \[1 + C, ||gIIH§(|R; Vp’)
und unter Beachtung von (4.12) erhalten wir die Aussage (4.9).

(ii) Sei pOY’, wahlen p := Rp, wobei R:Y - Y der Rieszsche Operator ist.
Dann gilt

(4.17) (P, P)=(Rpl p) = (pIp)=llpliz=1lpli2.

Um die Abschétzung (3.3) zu zeigen genugt es somit, die Aussage (i) in Anspruch zu

nehmen:
Zu pOyY existiert genau ein u O (Ker L)® mit Lu=p und llull < ¢ lIpll.

Dann folgt (3.3) mit B:=¢ -1

Wir setzen jetzt folgende Bedingungen flr die rechten Seiten voraus:
(4.18) foxe,

(4.19) u- besitze eine Fortsetzung
1
ur O L2(R; HY(Q; €M) n H3(R; L2(Q; Cn)),

(4.20) goy.

Wir definieren eine schwache Lésung der Aufgabe (4.1) - (4.3).
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Definition 4.5. Seien (4.18), (4.19), (4.20) gegeben. Ein Paar

(u, p) OL2(R; H'(Q; €M) n H%(R; L2(Q; C")) x ¥’

hei3t schwache Lésung der Aufgabe (4.1) - (4.3), falls

(4.21) b(u, v) + a(u, v) + (p, Lv) =(f, v) 0 vOX,
(4.20) (Q,Lu)=(q,9) O qdy,
(4.21) u=ur auf M'xR.

Die Funktion p nennen wir Druck.

Die Ublichen Standardschritte und die Charakterisierung des Kerns von L gemal3

Lemma 4.2. (ii) ergeben:

Lemma 4.6. (Homogenisierung) Seien (4.18), (4.19), (4.20) gegeben und sei uy0X

mit Lu, =g - Lur geman Lemma 4.4. (i). Das Paar
1

(u, p) O L2(R; HY(Q; €") n H2(R; L2(Q; C") x ¥’

ist genau dann schwache Lésung der Aufgabe (4.1) - (4.3), wenn fir das Paar
(w, ) O LZ(R; HY(©; €1) 1 HE(R; L2(Q; €) x ¥

gelten:

(4.22) u=Ww+ug+Ur,

(4.23) b(w, v) +a(w, v) + (p, Lv) = (f, v) - b(Ur, v) - a(Ur, v) - b(ug, v) - a(u,, v) =

= (f, V) 0 vOX,
(4.24) divw = 0 f.0.in QxR.

Satz 4.7. (Existenz und Einzigkeit der schwachen Lésung) Seien (4.18), (4.19), (4.20)

gegeben. Dann besitzt die Aufgabe (4.1) - (4.3) genau eine schwache Lésung
(u, p) O L2(R; H'(Q; €) n H%(R; L2(Q; C")) x ¥’

mit u=w +u, + U- und es gelten die Abschatzungen:

(4.25) llully < ( 3liflly + (4 + 4S \/n) 1T 1y + 4¢ luglly)

(4.26) lipllp < 282 (8 + 2¢2 )Iwlly + 3l flly ) (f aus (4.23)).
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(Dabei ist ¢ gemaB (4.9), und c, ist die Einbettungskonstante von Hé(Q; Cn) in

L2(Q; Cn).)

Beweis: Wir starten mit dem in Lemma 4.6. formulierten homogenisierten Problem.
Die Form e :=a+ b gemal (2.11), (2.6), (4.4) erflllt die Voraussetzungen von Satz

2.1. mit dem Raum Z := Ker L anstelle von X. Dabei gilt die Abschéatzung

(4.27) lwlly < 3 11flly.
Zu diesem w existiert nach Satz 3.1. genau ein p0Y’ und nach (3.7) und Lemma
4.4, qilt

(4.28) liplly < & (Ilwlly + 11Tlly).

Unter Berlcksichtigung von Lemma 2.3. und der Definition von f in (4.23) sowie

(4.9) folgen die behaupteten Abschatzungen.

5. Bessere Regularitat des Drucks

Far weitere Anwendungen — insbesondere fir eine Einschréankung auf ein endliches
Zeitintervall - ware es wiinschenswert, die Funktion p (nur) aus L2(R; H) zu
erhalten und eine geeignete Abschatzung zu beweisen.

Dazu ist es notwendig, den zu L geman (4.5) adjungierten Operator zu untersuchen

und die konkrete Gestalt des Raumes Y’ zu studieren.
Wir definieren den Operator L’OL(Y’, X’) geméan
(5.1) (p, Lu) =: (U'p, u) OpOY, OulX

als zu L (vgl. (4.5)) adjungierten im Sinne der Antidualpaarung.

Lemma 5.1. Fir den Operator L’ gelten die Eigenschaften:
(i) L'p=gradp far pOL3(R; V,).
(i) pOLXR;H)(@Y) O  LpOLAR; V),
(iii) Falls h ORan L’ n L2(R; V"),
so existiert genau ein p O(Ker L) n L3(R; H)) mit L'p = h.

Beweis: (i), (ii) Diese Aussagen folgen aus der Definition des Operators L und

Standard-Abschatzungen.
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(iii) Sei h ORan L' n L*(R; V’). Wir bemerken, daB wegen Lemma 4.4. Ran L =Y
und somit Ran L’ abgeschlossenin X ist.
Wir betrachten die Operatorgleichung in X’

L'p = h,

was aquivalent ist zu

(5.2) fo (grad § p, | & u) dt = +f°(p1 | div u) dt + fo (h(t), u(t) dt  DuDX,

1
mit pOY' mit p =py +p,, P;OLAR; Hy), p0H 2(R; V).
(Die letzte Klammer in (5.2) bedeutet die Antidualpaarung zwischen V’ und V.)

Wir wollen zuerst zeigen, daB  grad & p,[L%(R; H).

1
Aus der Voraussetzung p,[0H ?(R; V,) und den Eigenschaften der Fourier-

Transformation folgt natirlich  grad & p,OLiec(R; H).
Aus (5.2) folgt durch Standard-Abschatzungen

+00

I j (grad F p, | Fu)dtl<c(llpl+1hI) IIF ully,

=00

also ist J (grad & p, | O dt ein konjugiert-lineares stetiges Funktional auf V.

=00

Nach den Darstellungssétzen existiert dann ein gV (= L3(R; V) = L3(R; Ho(Q; C)) )

mit
J(grad%pﬂu)dt:I(Dngu)dt OulV.

Aus dieser Beziehung folgt dann

grad § p, = - Ag OL2(R; H™(Q; €n)). (im Distributionen-Sinn)
Somit gilt dann auch
grad p, OL2(R; H'/(Q; €n)),
woraus dann
p, OL3(R; Hy)
folgt ( Vgl. [11]). Somit gilt die Behauptung.
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Es soll nun darum gehen, mit méglichst schwachen Voraussetzungen an die rechten
Seiten f, g und u Regularitatsresultate fir u und p zu erhalten.
Insbesondere ist pOL%(R; H,) O L2(R; L2(Q; C)) dabei von besonderem Interesse.

Aus dem Lemma 4.6. ist ersichtlich, daB die rechten Seiten g, u- unter den

~

Bedingungen (4.19), (4.20) zu einem neuen f aus X fihren. Aus Grinden der

Ubersichtlichkeit setzen wir in der Folge g und u. gleich null.

Die folgenden Resultate lassen sich, wenn g und ur so ,gut sind, dafi3 f den

gestellten Anforderungen genigt.

Satz 5.2. Sei (u, p) OX xY schwache Lésung der Aufgabe (4.1) - (4.3) unter den

Voraussetzungen g =0, ur =0 sowie

(5.3) f=f, +f, 0L%R; H) + H(R; V).
Dann folgen udHY(R; H) und Bu=u sowie
(5.4) pOLA(R; Hy)

und anstelle von (4.21) gilt

(5.5) b(u,v)+a(u,v)- T (p@) I div v(t)) dt = (f, v) OvOX.

=00

AuB3erdem gelten die Abschatzungen

(5.6) lully < 3 Iifile < ¢ (Il 2gg. 1y + Il s vy )-
(5.7) W IC2(R; Hy < G IC2GR; 1y + 4 Illgig: vy Ul 2, vy
(5.8) IpNC2R: Hy < © (ullizgg: vy + I 2R Hy + Il R v) )

Beweis: Es gelten die Behauptungen des Satzes 4.7. Somit gelten (5.6) und die
Variationsgleichung (4.21). Es ist leicht einzusehen, daB wir Satz 2.8. flir die
entsprechenden Rdume mit "Divergenzfreiheit" anwenden dirfen, insbesondere ist
udH'(R; H) und es gilt die Abschatzung (2.43), also (5.7).
Somit folgt Bu = u’ 00 L2(R; H) und es gilt

L'p =f-Bu-AuOL*R; V).
Lemma 5.1. (iii) garantiert dann pOL3(R; H,) und aus (4.21) folgt (5.5).

Um die Abschatzung (5.8) zu erhalten, verfahren wir wie folgt:
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Zu pOL%(R; H)) existiert ein wOLA(R; V) mit div w(t) = p(t) f.fa. tOR, dabei gilt
offenbar die Abschéatzung
(59) ”W”L2(|R, V) <cC ”p”L2(|R, H,)"

Das Steklov-Mittel
w () =% [ w(s) ds tOR, k#0

der Funktion w ist eine zulédssige Testfunktion in (5.5). Wir erhalten somit leicht

(5.10) (u*l'w,) +a(u, w,) - T (p(@) | pu(t)) dt = (f, | w,) + <f,, w,>.

Der Grenzlbergang fir k — 0 in (5.10) ist korrekt und liefert die Beziehung
(5.11) IIpIIiz(R; H) = (U w) +a(u, w) - (f; | w) - <f,, w>.
Unter Beachtung von (5.6), (5.7) und (5.9) folgt hieraus die Behauptung (5.8).

Wir wollen untersuchen, wann eine schwache Lésung der Aufgabe (4.1) — (4.3) rell

ist.

Satz 5.3. Es seien die Voraussetzungen des Satzes 5.2. gegeben. AuBerdem gelte

(5.12) (f,v)=(f,v), OvOX mit v =v.
Dann gilt far die nach Satz 5.2. existierende schwache Lésung (u, p) der Aufgabe
(4.1) - (4.3)

(5.13) u

1]
£l
©

1]
ol

Beweis: Fur Testfunktionen vOX mit div v = 0 ist sofort Lemma 2.5. anwendbar,

und es folgt (5.13) fur u.

Wir wahlen in (5.5) v mit v = v und subtrahieren hiervon die komplexe
Konjugation. Die Eigenschaften der Formen a und b (vgl. (2.22), (2.24)) und (5.12)

fuhren zu

(5.14) fo (p@) | div v(t)) dt O R OVOX mit v = V.

=00

Es ist klar, daB (5.14) auch fir alle v O L%(R; V) gilt.
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Sei nun p(t) =rt) + i q(t) mit r, g reell. Weil das verwendete Skalarprodukt mit der

komplexen Konjugation vertraglich ist (d.h., (a | b)UR far a, b reell), so folgt

(5.15) To (q(t) I div v(t)) dt =0 OvOL3R; V) mit v=v.

Zu qOL3(R; H,) (H, jetzt reell) existiert ein v [J L2(R; V) mit div v(t) = q(t) f.f.a.tOR.
Also folgt aus (5.15) q(t) =0 f.f.a.tOR wund p istreell.

Bemerkung 5.4. Wenn die rechten Seiten in (4.2), (4.3) nach Homogenisierung flr
(4.1) eine neue rechte Seite geben, die im Sinne von (5.12) reell ist, so ist die nach
Satz 4.7. existierende schwache Lésung u (nach Lemma 2.5. fur ,divergenzfreie®
R&aum) auch reell. Uber den Druck p ist in dieser Allgemeinheit nur die Aussage

moglich

(5.16) (p,LV)OR OvOX mit v=v.
Erst die bessere Regularitat von p fihrt von (5.16) zu (5.14) und zu einer direkten

Aussage Uber p.

6. Aufgabe auf endlichem Zeitintervall

Wir wollen jetzt die bisher bereitgestellten Resultate auf die instationare Stokes-
Aufgabe Uber ein endliches Zeitintervall anwenden.

Hierzun ist es notig, daB der Druck p aus L2(R; Hp) ist, also keinen distributiven
Anteil besitzt. Das ist nach Satz 5.2. méglich flr ein besseres f als in Satz 4.7. Bei
inhomogenen Werten fir die Divergenz und auf dem Rand, muBten diese so sein,
daf nach der Homogenisierung fir das neue f die Bedingung (5.3) gilt.

Deshalb sei in diesem Punkt weiter aus Griinden der Ubersichtlichkeit

(6.1) g=0, ur=0.

Die bisherigen Bezeichnungen fir die RGume gelten weiter.

Wir zitieren das folgende Lemma.

Lemma 6.1. (Kaplan [9]) Seien u, v[OW mit
u=0 fo.fart<t, und v=0 fo.fart>t, (t,UR beliebig gewanhlt).
Dann gilt far die in (2.6) definierte Form b
b(u, v) = 0.
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Flr spatere Zwecke spezialisieren wir den Satz 2.7. auf die Aufgabe (4.1) - (4.3).

Satz 6.2. Es sei (6.1) und fur f gelte (5.3) mit

(6.2) f,v)=0 OvOX mit  v(t) =0 ffa.t>0.
Dann gilt far die schwache Lésung (u, p) der Aufgabe (4.1) - (4.3)
(6.3) u(t) =0, p(t) =0 ffa.t<O.

Beweis: Fir die "divergenzfreien" Varianten der beteiligten Rdume ist Satz 2.7.

anwendbar und wir erhalten die Behauptung fir u.

Wir wahlen nun in der Identitat (5.5) vOX mit v(t) =0 f.f.a.t> 0. Dann gelten
a(u,v)=0, (f,v)=0 und nach Lemma 6.1. b(u, v) =

Somit bleibt von (5.5)
0

(6.4) t) I divv(t))dt=0 vOX mit v(t) =0 f.f.a.t>0.

Es ist klar, daB (6.4) auch fir alle v O L2(R; V) gilt.
Zu pOL%(R; Hy) existiert ein v O LA(R; V) mit div v(t) = p(t) f.f.a.tOR. Also folgt aus
(6.4) die Behauptung fur p.

Wir bendtigen weitere Hilbert-Raume

T T ux) - u@y)ln
W = H(OTH)_{uDL2OTH [ ,X y|2 dydx < oo},
00
T IIu()IIH
WO_H2(OTH)_{uDH2(0TH)IJ dt < o },

1 T
W = Hi(OTH)_{uDH2(OTH |£(T D dt<oo}

versehen mit den Normen

2 T T T lu) - uly)le
1 — 2 1UtX) - Uly)'H
UHHE(o, _— !J lu(t)l dt + l) l) -yl dydx,

2
2 2 T lu®)lly
ull g gy o= L3 [Tt
0
2 2

T g’
3 = llull 1 + S
H(OTH) H2(0, T: H) ) (T-1)

lull
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Es gilt folgendes Fortsetzungslemma [9].

Lemma 6.3. (i) uOwW o Oulw: u=u fi.in (0, T);

Zu uOW kann die Fortsetzung u so gewéhlt werden, daf3

(6.5) © llullw < llullw < llullw, supp(u) O [-T, 2T]

wobei © einevon u und u unabhangige Konstante ist.

(i) uOW, (bzw. uOW;) = Oulw: u=u fd.in (0, T) und
u@)=0 fiir t<0 (bzw. u(t) =0 fur t>T);

Zu uOW, (bzw. uOW5) kann u so gewahit werden, daB

(6.6) nllullw< IIuIIWO <llullw,  (bzw. n llullw < llull,r < llullw), supp(u) O [0, 2T]

wobei n einevon u und U unabhingige Konstante ist.

Das Lemma 6.1. rechtfertigt die folgende Definition, die benétigt wird, um die Form b

der Aufgabe auf dem endlichen Intervall anzupassen.

Definition 6.4. Fur beliebige uOW,, und vOW;, definieren wir

~

(6.7) b(u, v) := b(u, v),

wobei u und v beliebige Fortsetzungen von u und v gemaB Lemma 6.3. sind.

Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir nun die Aufgabe

Ju

(6.8) 5t - Au + gradp = f +f, in Qx]0, T[,
(6.9) divu=0 in Qx]10, T,
(6.10) u=0 auf 9Q x]0, T,
(6.11) u=0 in Q x {0}.

Satz 6.5. Seien QRN (n = 2) ein beschranktes Lipschitz-Gebiet und T >0 sowie
(6.12) f, OL2(0, T; L2(Q; Rv),  f,OHY O, T; H'(Q; R))  mit f,(0) =0.

Dann existiert genau eine schwache Lésung
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(6.13) (u, p) OL2(O, T; HI(Q; Rm) n Wo(0, T; L2(Q; Rv) x L2(0, T; L2(Q))
der Rand-Anfangswert-Aufgabe (6.8) - (6.11) mit

(6.14) [ plx, ) dx =0 f.fa. 00, T]

Q

sowie

T T
(6.15) Ju(x t) ¢’(x, t) dxdt + J J Cu(x, t) Od(x, t) dxdt - j J p(x, t) divd(x, t) dxdt =
Q 0Q 0Q

O‘—;—|

= [ [ 10 1) 0(x, 1) dx ot +} <f,(1) , O(t)> dt
Q

0

o

0¢ OL2(0, T; Hé(Q; RM) n H1(0, T; L2(Q; R") mit  ¢(T) =
Far den Druck p gilt die Abschatzung
(6.16) lIpll 20, T. 12(q)) <€ (MUl 20 1. H1; Ry + illL2(0, T L2(00; R)) +
+ ol 0, 75 H1(Q; R )-

AuB3erdem gelten fir u folgende weitere Aussagen

(6.17) udH(0, T; L%(Q; R")),
(6.18) IullE2(0, 7 vy + Nullwyo, T Hy < © (11200 T py + IEllFt 0, T v) ),
(6.19) U lC2(0, 7: 1y < (IlIC2(0, T, 1y + 4 Wallpgio, 1. vy ull 20, 7 vy )

Beweis: Wir setzen die Aufgabe geeignet auf ganz R fort, um den Satz 5.2.
anwenden zu kdnnen.
Aus (6.12) folgt

f, 0 L2(0, T; L2(Q; C))
und f, kann ohne VergréB3erung der Norm zu

f, OH'(0, T; HY(Q; €M)  mit f,(0)=0
fortgesetzt werden. Die Funktion f; kann in ihrer Klasse durch null auf R fortgesetzt
werden. Flir t <0 kann f, ebenfalls durch null fortgesetzt werden. Fir t > T kdnnen
wir f, soin HY(R; H(Q; Cn)) fortsetzen, daB die Norm nicht mehr als verdoppelt

wird. Wir behalten die alten Bezeichnungen bei. Durch

T 00
(6.20) (F,v)= [ (01 00) dt+ [ <b), o0)> cit
0 0

wird offenbar ein Element F O X' definiert.
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Wir betrachten nun die Aufgabe (auf ganz R):
(6.21) b(u, v) +a(u, v) + (p, Lv) = (F, V) 0 vOX,
(6.22) divu=0 f.0.in QxR.

Nach dem Satz 5.2. existiert genau eine schwache Lésung (U, p)OXxY’' zu (6.21),

(6.22) mit den zusatzlichen Eigenschaften

(6.23) GOHI(R; H),
(6.24) pOL2(R; Hp),
(6.25) b(u, v) + a(u, v) - +fo(ﬁ(t) | div v(t)) dt = (F,v) OvOX.

=00

Uberdies gelten nach Satz 5.2. auch die Abschétzungen

(6.26) Il < ¢ (1l 2gg, by + alligg: v ),
(6.27) IIG’IIiz(R; H) < C( ”f1”i2(R; H) + 4 ”f2”H1(|R; V) ”ﬁ”LZ(R; V) ),
(6.28) IBIE 2R 1y < © (TN 2R v) + I 2gR: 1) + Il R v) ).

Nach Satz 6.2. gelten offenbar

ity=0, pM)=0 ffa.t<0,

da F die Voraussetzung (6.2) erfillt. Ebenso erflllt F nach Konstruktion die

Bedingung (5.12), und nach Satz 5.3. sind U und p reell.
Sei ¢0OW;nL2(0, T; HS(Q; C") und v eine Fortsetzung von ¢ auf R gemanl

Lemma 6.3., die fir t > T verschwindet.

Wir testen (6.25) mit diesem v und bezeichnen die Einschrankungen von t und p

auf 10, T[ mit u bzw. p. Es folgt somit unter Beachtung von Definition 6.2.
T

~ T
bu, ¢) + [ ((u(®) 1 6(t) ) dt - [ (p(t) I div ¢(t) ) dxdt =
0

0

T T
(6.29) = [ (O 160) dt+ [ <f0), o(t) > ot
0 0

0 §OW,nL2(0, T; Ho(Q;C)).
Mit Standard-Argumenten laB3t sich die Einzigkeit von u und damit auch von p

zeigen. (Die Fortsetzung von f, fir t>T war nicht eindeutig.)
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Wahlen wir in (68.29) ¢ O L2(0, T; Ho(Q; R) n H1(0, T; L2(Q; R") mit ¢(T) = 0, so

folgt unter Beachtung der Eigenschaften der Form b die Behauptung (6.15)

Die Ubrigen Behauptungen folgen ebenfalls mit Hilfe von Standardargumenten.

Bemerkungen 6.6. (i) Fir unsere Ergebnisse ist ausreichend, daB Q ein
beschranktes Lipschitz-Gebiet ist. Daher ist es mdglich, mit leichten Modifikationen
auch Randwerte gemischten Typs zu betrachten und &hnliche Ergebnisse zu
erzielen. Solche Randwerte treten bei Aufgaben mit teilweise freiem Rand auf (vgl.
z.B. [15)).

(if) Eine Anwendung der hier vorgestellte Einfihrung des Drucks auf die instationare
(nichtlineare)  Navier-Stokes-Aufgabe  verlangt, daB vorher durch den
Konvektionsterm eine geeignete zuséatzliche rechte Seite zu erzeugen ist. Schon im
Falle von zwei Raumdimensionen stéBt dieses Vorhaben auf gréBere

Schwierigkeiten.
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