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Modellierung der Abkiuhlung von Stahlbrammen
unter Berlcksichtigung von Phasenumwandlungen

und mechanischen Deformationen

Michael Wolff ', Eberhard Bansch 2, Michael B6hm ', Dominic Davis 2

Zusammenfassung

In einem mathematischen Modell zur Phasenumwandlung fest-fest bei der
Abkulhlung von Stahl werden thermoelastische Effekte beriicksichtigt. Es werden die
zeit- und ortsabhangigen Deformationen, Temperatur sowie Phasenanteile (Austenit,
Perlit, Martensit) berechnet. Die Modellierung fihrt auf ein System von partiellen und
gewohnlichen Differentialgleichungen, welches mit Hilfe eines Finite-Elemente-

Verfahrens numerisch gelést wird.

1. Phdnomenologische Beschreibung

Wir betrachten den Abklhlproze3 von Stahlbrammen aus eutektoiden Stahl C 1080.
Dabei werden thermische und mechanische Effekte sowie Phasenumwandlungen im
Stahl berlcksichtigt. Die einzelnen Phasen werden als koexistierendes Gemisch
angesehen (vgl. [Leb84], [Vis87], [H6mM96], [Ino89], [Hun99] und die dort zitierten
Quellen).

Die Bramme — im Ausgangszustand als ein Quader angesehen - besitze zum
Anfangszeitpunkt t = 0 eine homogene Temperaturverteilung 6, (gleich der
Austenit-Starttemperatur), sei spannungsfrei und bestehe nur aus der austeniten
Phase.

Durch Abklhlung setzen Phasenumwandlungen ein, die sich entwickelnde
inhomogene Temperaturverteilung bewirkt Warmespannungen, die zur Deformation
fuhren. Daneben bewirken inhomogene Phasenverteilungen zusétzliche
Spannungen. Im vorliegenden Modell sind mdégliche plastische Deformationen, die

auftreten, falls die entstehenden Spannungen die Flie3grenze erreichen, noch nicht
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bertcksichtigt. Die sogenannte Umwandlungsplastizitat tritt bereits bei Spannungen
auf, die wesentlich unterhalb der FlieBgrenzen der beteiligten Phasen liegen (vgl.
[Mit87], [Fis96], [Fis99]). Dieses Phdnomen ist von der klassischen Plastizitat
verschieden. In dieser Arbeit soll die Umwandlungsplastizitdt jedoch nicht
berlcksichtigt werden.

Unser Ziel ist es, anhand eines einfachen Modells den EinfluB der
Phasenumwandlungen auf den thermoelastischen Prozef3 bei der Abkihlung von
Stahlbrammen zu verstehen. Weitergehende Fragestellungen, insbesondere zu
mathematischen und numerischen Untersuchungen gekoppelter komplizierterer

Modelle, betrachten wir spater.

2. Mathematisches Modell
Zunéchst formulieren wir das Modell fiir endliche Deformationen. Danach werden
verschiedene Vereinfachungen vorgenommen. Das resultierende Modell wird dann,

als erster Test, numerisch ausgewertet.

Abschrecken mit Gas
v v v wRy v v T

B

Bramme

Abbildung 1: Seitenansicht der Bramme im undeformierten Anfangszustand (vgl. Kap. 4).

Sei die undeformierte, spannungsfreie Bramme mit einem Quader Q < R®
identifiziert (Abb. 1). Die Bewegungs- und Warmeleitungsgleichung in

Lagrangeschen Koordinaten bei Vernachldssigung &auBerer Krafte und Quellen

lauten:

2.1) 0o T u(x, 1) - div ([ + Vu) S, ) =0 in Qx10, T[,
2.2) polX) S e(x, 1) + div q(x, t) = S(x, 1) =+ T E in Qx10,T[.
Hierbei sind

u - Verschiebungsvektor, 6 - absolute Temperatur, p, - Dichte im Referenzzustand,
also fur t=0 und 0 = 6, (Bei anfangs homogenem Material ist p, konstant), T -

Dauer des Prozesses, S - zweiter Piola-Kirchhoff-Tensor,
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(2.3) E =5 (Vu+ Vu* + Vu* Vu) — Verzerrungstensor,

e - Massendichte der inneren Energie, q - Warmestromdichtevektor (alles bezogen
auf Lagrangesche Koordinaten), I — Einheitstensor.
Zur Kontinuumsmechanik und Thermomechanik sei auf Standardwerke wie [Tru66],
[Nol73], [Hau77], [Mar83], sowie auf neuere Arbeiten [Sil97], [Wil98] verwiesen.
Wir nehmen an, die Summe der spezifischen Volumina der austeniten, perliten und
martensiten Phase — a, p, m — sei zu jedem Zeitpunkt und an jedem Ort gleich 1, also
(2.4) a(x,t) + p(x, t) + m(x, t) = 1 in Qx [0, T].
AuB3erdem seien a, p und m stets nichtnegativ.
Es genlgt, p und m als unabhangige GréB3en anzusehen.
Weiterhin verwenden wir auch die Notation

o :=(a, p, m).

Wir setzen folgendes vereinfachtes Evolutionsmodell voraus:

(2.5) %p(x, t) = (1 — p(x, t) — m(x, t)) f,(6) H(6, - 6) in Qx]0, T[,

(2.6) Sm(x t) = (1= p(x, t) = M(x, 1) £ (5 8) HC- 5 0) HO,-8)  in Q@ x]0, T

(2.7) p(x, 0) =0 in Q,

(2.8) m(x, 0) =0 in Q.

Dabei bezeichnen die nichtneagtiven Funktionen f, und f, die spater genauer zu
bestimmenden Bildungsraten von Perlit bzw. Martensit. H sei die Heaviside-
Funktion, also

(2.9) H(s) :=0 fir s <0 und H(s):=1 fur s>0.

0., 0,, seien die Austenit- bzw. Martensit-Starttemperatur mit 6,, <6, = 6,.

Zur Vereinfachung der Schreibweise bezeichnen wir alle Ableitungen nach (der Zeit)

t mit einem Punkt Gber der Funktion, also e far %e.

Bemerkung 1: Die Beziehungen (2.4) — (2.8) sowie die Nichtnegativitat von f, und

f., sichern die Nichtnegativitat von a, p und m.

Bemerkungen 2: Das Evolutionsmodell (2.5) — (2.8) geht von folgenden
Voraussetzungen aus:

- Die Bildungsraten von p und m hangen nicht von den Phasen selbst und vom



Verzerrungszustand, sondern nur von der zur Verfligung stehenden Austenit-Menge
ab.

- Martensit wird nur gebildet, wenn 6 < 6,, und 0 < 0, also unterhalb der Martensit-
Starttemperatur und bei Abkuhlung.

- Perlit wird nur gebildet unterhalb der Austenit-Starttemperatur.

- Die Umwandlungen haben irreversiblen Charakter. Eine mdgliche Rickum-
wandlung in Austenit wird nicht bericksichtigt. Eine Rechtfertigung dafir sind die
Ausgangsbedingungen (nur Austenit zu Beginn, Abkihlung bzw. Abschrecken,
latente Warmen zu gering fur Auslsen einer selbstandigen Rickumwandlung).

- Zur Diskussion weiterer Modelle fur die Phasenumwandlungen sei auf [Leb84],
[H6m96], [Hun99] und die dort zitierte Literatur sowie auf einen Report der Autoren

[B6h0O0] verwiesen.

Wir nehmen an, die Bramme verhalte sich isotrop, linear thermoelastisch und erleide
Umwandlungsspannungen (s. Appendix 1). Dies fuhrt zu folgender rheologischer
Zustandsgleichung:

69

) I

(2.10) S = A(tr E)I + 2u E - 3Ka(6) (6 — 6,) - K Op-(ﬁo

mit A, p - Lamé-Koeffizienten, K := & + % pn Modul der Volumenkompression, o -

Koeffizient der (linearen) W&rmeausdehnung, p(6,) - aktuelle Dichte des
Phasengemisches bezogen auf 6,,.

Generell hangen A, p, o von den Invarianten von E, von 6, p und m ab. Wir
geben spater konkrete Ansatze auf der Basis der Mischungsregel an (vgl. Kap. 3).
Flar den Warmestrom setzen wir das Fourier-Gesetz an:

(2.11) q = -k(6) Vo.

Die innere Energie hat allgemein die folgende Gestalt

(2.12) e=¢e(E, 6, p, m).

Setzen wir die Materialgleichungen (2.10), (2.11), (2.12) in (2.1) und (2.2) ein und
driicken E gemaR (2.3) durch die Verschiebungen u aus, so erhalten wir folgendes

gekoppeltes System zur Bestimmung von u und 6:

(2.13) po U (X, t) - div ((I+Vu)S(u,0,p,m))=0 in Qx1]0, T,

° . 0 o oe e oe o
(2.14) p, ¢, 0- div ((B)VO) = (p, 7 - S(X, 1)) ** E - p, % P Pozmm in Qx]0,TL.



Hierbei sind c, (= g—g ) - spezifische Wéarme(-Kapazitat), S - Ausdruck, der nach

Einsetzen von (2.3) in (2.10) entsteht.
Neben der Ublichen Dissipation treten Terme in (2.14) auf, die das Freisetzen von
Energie bei der Phasenumwandlung beschreiben.

Oft werden

L:=a—e

oe
Loi=-% m =" om

P op’
als latente Warme fir den Austenit-Perlit bzw. Austenit-Martensit Phasenubergang
bezeichnet.

Als Konsequenz aus der Entropie-Ungleichung (vgl. [Dau90], [Sil97]) kann der erste
Term auf der rechten Seite von (2.14) umgeformt werden, so dal3 wir statt (2.14)

schreiben kdnnen:
(2.15) Po Co 0 - div (K(O)VO) =0 S e E+ py L, p+ po Ly in Q@ x]0, T[

Wir erganzen die Anfangsbedingungen fir u und 6:

(2.16) 0(x, 0) = 6, = 0, (= Austenit-Starttemperatur = const.), in Q,

(2.17) u(x, 0) = 0, u(x, 0) =0 in Q.
Die Randbedingungen fir u sind i.a. gemischt, auf einem Teil I'; des Randes
werden die Verschiebungen, auf dem restlichen Teil T, die Spannungen (I + Vu)Sn
vorgeschrieben (n - &uBerer Normalenvektor an T,):

(2.18) u=0 auf Ty, (I+Vu)Sn=0 auf T,.

FUr unseren weiter unten behandelten Fall setzen wir I', := 0Q voraus.

Auf3erdem wird der Warmestrom durch den Rand vorgegeben.
2.19) (0) 52 = (0, %) (0 - 6) auf aQ,

dabei sind & - Warmeaustauschkoeffizient, 6r - Umgebungs- bzw. Abschreck-
Temperatur. Abschrecken wird durch ,groBBes* &, Abkuhlen durch ,kleineres® &
modelliert (s. (4.11))

Wir erhalten das System (2.5) — (2.8), (2.13), (2.15) — (2.19) zur Bestimmung von u,
6,p und m.

Gekoppelte Modelle, die neben Temperatur und Deformation auch die
Phasenumwandlungen  beschreiben, sind  bislang vom  allgemeineren

mathematischen Aspekt her wenig untersucht worden.



Zur Koppelung von Phasenumwandlungen mit dem Temperaturregime — also ohne
Betrachtung der mechanischen GréBen — gibt es eine Reihe von mathematisch
orientierten Arbeiten, vergleiche [Vis87], [Ver87], [HOmM95], [HOmM97a], [HOMI7Db],
[Bro96], sowie (starker den numerischen Aspekt betonend) [H6m96] und [Fuh99].
Verschiedentlich wurde auch eine Koppelung mit einem Magnetfeld untersucht, wie
es z.B. beim Induktionsharten nétig ist [HOM97b], [Fuh99].

In [Fuh99] (siehe auch [H&6m96]) wird das Problem der Phasenumwandlungen (ohne
Berlicksichtigung der Strukturmechanik) numerisch gel6st. Das betrachtete
Anwendungsbeispiel ist die Hartung von Stahl, das verwendete Modell der
Phasenumwandlungen weicht von unserem hier vorgelegten ab.

Zur optimalen Steuerung der Abkuhlung von Profilstdhlen verweisen wir auf [Kre97],
[Tr699]. Dort werden nur thermische GrdéBen  berlcksichtigt, die

Umwandlungswarmen werden mit einer angepaften Warmekapazitat kompensiert.

3. Vereinfachtes Modell
Wir wollen das obige Modell (2.13), (2.15) weiter vereinfachen und treffen folgende

Annahmen:
- Wir vernachlassigen den Tragheitsterm p,(x) U(x, t) in (2.13) (und damit auch die

Anfangsbedingungen (2.17)) sowie den Dissipationsterm 6 % « E in (2.15) und
linearisieren das Materialgesetz (2.10) in den Verschiebungen u zu

(38.1) S =A(tre)l +2u & - 3Ka(0) (0 — 0,)1 - K== S | mit (u) := 1 (Vu + Vu*).
P(0o) 2

- Die latenten Warmen L,, L, seien konstant und c, sei unabhangig von den
mechanischen GréBen. Damit wird das System teilweise entkoppelt, zuerst kénnen
0, p, m bestimmt werden, danach u.
- Far die von 6, p und m abhangigen Koeffizienten verwenden wir die
»Mischungsregel“. Sei z.B. a fir die einzelnen Phasen gegeben mit o, o, o, (i.a.
temperaturabhangig). Dann setzen wir an
(3.2) a(a, p, m, 0) = ac,(6) + po,(0) + ma,,(0) = (1 - p - M)a,(6) + poy(0) + Mar,(6).
Mit der Dichte verfahren wir analog und gelangen zu
(3.3) p(a, p, m, 0,) = ap.(8o) + PP(6;) + Mpy(6;) =

= (1-p - m)p,(6) + PPy(Bo) + MP(6o),
mit p,, p,, P, als Dichten von Austenit, Perlit bzw. Martensit.



Entsprechend verfahren wir mit A, u, K und o sowie mit c, und « in der
Warmeleitungsgleichung (2.15).

- Der Warmeaustauschkoeffizient 5 sei temperaturunabhangig.

- Wir reduzieren die Raumdimension, indem wir einen ebenen Verzerrungszustand
(vgl. z.B. Braess [Bra97]) annehmen. Dann gilt (3.1) mit Tensoren S und ¢, die
durch 2x2-Matrizen dargestellt werden.

Von jetzt an bezeichne Q statt des dreidimensionalen Quaders einen seiner

zweidimensionalen Querschnitte (s. Kap. 4).

Als Ergebnis dieser Vereinfachungen erhalten wir folgende Teilaufgaben:

Aufgabe zur Bestimmung von 6, a, p und m:

(3.4) 0o C. 0 - div ((6)V6) = p, L, p+poL,m in Qx]0, T,
(3.5) 0(x, 0) =6, (= 6, = const.), in Q,

(3.6) (0) 22 = 5(x) (0 - Or) auf o0,
(3.7) p(x, t) = (1 = p(x, t) = m(x, 1)) f.(0)H(0, - 6) in Qx10, T[,
(3.8) m(x, t) = (1 = p(x, t) — m(x, 1)) f.(6) H(=0) H(®,, - 6) in Qx10, T
(3.9) p(x,0)=0 in Q,

(3.10) m(x, 0) = 0 in Q,

(3.11) a(x,t) =1—-p(x, t) —m(x, t) in Qx1]0, T[.

Mit einem anderen Evolutionsmodell fir p und m wurde eine analoge Aufgabe fir
den Jominy-Abschrecktest numerisch behandelt [H6m96]. In [H&6m97b] wird fir eine
verwandte dreidimensionale Aufgabe Existenz und Einzigkeit der L&sung unter
geeigneten Bedingungen gezeigt.

Aufgabe zur Bestimmung von u:

Wir setzen (3.2) und (3.3) in (3.1) ein und erhalten aus (2.13) unter Vernachléssigung

des Tragheitsterms (und Linearisierung beziglich u)




(3.12) div (A(tr €) + 2u & ) - div {(3 + 2w)[(1 — p — M)ay, + Poy, + Moy,] (6 — O } +

p(Pa(eo) - Pn(eo)) + m(Pa(eo) - Pm(eo)) I }
(1 —p- m)Pa(eo) + Ppp(eo) + mpm(eo)

- div {(» + 2 ) =0 in Qx10, T,

Zusammen mit den Randbedingungen (2.18) erhalten wir eine vom (Zeit-)Parameter
t abhéangige lineare (zwei-dimensionale) Lamé-Aufgabe mit variablen Koeffizienten,
die nach Ldésen der Aufgabe (3.4) — (3.11) fir 6, a, p, m als bekannt angesehen

werden.

4. Materialparameter
Alle folgenden physikalischen GréBen werden in Meter (m), Sekunden (s),
Kilogramm (Kg) und Grad Celsius (°C) ausgedrickt.
Der Querschnitt der undeformierten Bramme Q sei ein Rechteck von
1,32 m x 0,22 m.

Die Punkte P, und P, seien wie folgt gewahlt (vgl. Abb. 1):

P,:  Mittelpunkt auf oberem Rand T,

P,: Mittelpunkt von Q.
Die Tiefe wird im zweidimensionalen Modell vernachlassigt.
Die folgenden Zahlenwerte fur die StoffgroBen und Parameter wurden
freundlicherweise von den Mitarbeitern des Institutes fiir Werkstofftechnik Bremen

(IWT) zur Verfigung gestellt.

Die Dichten (in E%) der Phasen sind gegeben zu

(4.1) p.(0) 1= - 0,4553+0 + 7988, Pom(0) := - 0,36°0 + 7815
und somit
(42) Po = pa(ea) = 76591 pp,m(ea) = 7555

Das Elastizitdtsmodul E und die Poisson-Zahl v sind fur alle Phasen (in erster

Naherung) gleich mit

E(6) := 2,140+10" — 9,84+107+0 in 2%1  bzw.
v(0) := 0,282 + 6,444°10°0 [dimensionslos].

Wir unterdricken die Temperaturabhéngigkeiten von E und v, indem wir
naherungsweise mit
(4.3) E(350) = 1,796+10"",
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(4.4) v(350) = 0,3046

rechnen. Dann erhalten wir fir die Lamé-Koeffizienten p, A und das Modul der

Volumenkompression K:= X + % p (far alle Phasen):

. E . Kg

(4.5) Ri=30 40 = 0,6882+10" [in s? 1,
= . K
(4.6) A= ﬁ;%v) = 0,59726°E = 1,0724+10" [in ;35 1,
4.7) K:=%+2p=15312-10" fin ~%1.
Weiter notieren wir:
Koeffizient der linearen Warmeausdehnung (dimensionslos):
(4.8) a, = 1,55°107, o, :=1,70107, o, :=1,16°10".
- ey s Lo Kgm o
Warmeleitfahigkeit [in s grad I
(4.9) K,(0) :=0,0127+0 + 14,6 Ko m(0) 1= 40 =3,116210+6%,
2

Spezifische Warmekapazitat [in & grad I

Coal(0) :=0,1756°0 + 454,4
(4.10)

Copm(0) := 422 + 0,9258¢0 - 0,00212¢6% + 2,626°107°6°
Warmeaustauschkoeffizient [in 3—Kg—]:

s” grad
3000 auf T (fir Abschrecken mit Gas)
(4.11) S = .
50 auf 0Q -T" (far Abklhlen an Luft)

Umgebungs- und Abschrecktemperatur [in °C]
(4.12) Or := 20.

Wir betrachten das Umwandlungsverhalten des eutektoiden Kohlenstoff-Stahls C
1080. Damit ergeben sich

(4.13) 0,:=723°C (=996 K), 0, :=220 °C (= 493 K).

Wir verwenden flr die Phasenumwandlung Austenit — Perlit die Gleichung

(4.14) P (t) = (1 - p(t) — m(b)) f,(0) H(, - 6)

dabei besitzt f, den in Abbildung 2 dargestellten Funktionsverlauf

Die Umwandlung Austenit zu Martensit beschreiben wir mit
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(4.15) m(t) = (1 - p(t) — m(t)) ;;? H(- 6) H(®,, - 6).

Die latenten Warmen flir den Stahl C 1080 lauten

2

(4.16) L,:=775 =0,077 7, L =84

2
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Abbildung 2: Graph der Funktion f, =f,(6). Erklarungen hierzu in Bemerkung 3.(i).

Bemerkungen 3:

(i) In Vermeidung der Additivitatsregel von Scheil (s. z.B. [Vis87], [H6mM96]) wahlen
wir far die Austenit-Perlit-Umwandlung einen etwas anderen Ansatz, der auf folgende
Aufgabe flhrt:

(4.17) p(t) =a(t) f,(0),  p(0) =0.

(Far den Fall, daf3 Perlit nur aus Austenit gebildet wird).

Fir konstantes 6 lautet die L6sung der Anfangswert-Aufgabe (4.17)

(4.18) p(t) =1 —exp( -f,(O)t).

Die Funktion f,  wurde anhand der 50%-Kurve aus dem isothermalen
Transformationsdiagramm fir den Kohlenstoff-Stahl C 1080 (vgl. [Atl77]) anhand
(4.18) bestimmt, zuerst fur ausgewahlte Werte fir 6 und danach durch stickweise
lineare Interpolation (s. Abb. 2).

Unter Beachtung von (2.4) folgt aus (4.2) und der Umwandlungsbedingung (Vgl.
Bemerkung 2) die Gleichung (4.14)

(if) Fdr die Umwandlung von Austenit zu Martensit (unterhalb der Maternsit-
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Starttemperatur 6,, gehen wir von der Formel von Koistinen / Marburger [Koi59]

(4.19) Me(6) = ag(1 — exp( - =),

aus. Hierbei sind a, der vorhandene Austenitanteil, t - ein (von der Stahlsorte
abhangiger) Umwandlungsparameter und m,,(6) der sich nach unendlich langem
Abkulhlen zur Endtemperatur 6 bildende Martensitanteil (Gleichgewichtsanteil). Um
zu einem Bildungsgesetz zu gelangen, beschreiten wir in ndherungsweise folgenden
Weg. Wir fassen 6 als Funktion der Zeit t auf, setzen m(t) := m,(6(t)) und
differenzieren die Gleichung (4.19) nach t (bei angenommenem konstanten a;) und

erhalten

(4.20) m(t) = (a,— m(t) =

Wir ersetzen nun a, durch 1 — p(t) und flgen zur ProzefBsteuerung die
entsprechenden Heaviside-Funktionen ein (s. (2.6)), verwenden 1t := 91 und
gelangen zu (4.15).

(iii) Die Materialparameter (Dichte, Elastizititsmodul, Poisson-Zahl, linearer
Warmeausdehnungskoeffizient, Warmeleitféhigkeit und spezifische Warmekapazitat)
sind temperatur- und phasenabhangig. Uberdies hdngen sie auch von der Stahlsorte
ab. Das experimentelle Ermitteln dieser Abhangigkeiten, insbesondere fir die
héheren Temperaturbereiche, gestaltet sich sehr aufwendig. Hinzu kommt, daf die
einzelnen Phasen in bestimmten Temperaturbereichen nicht stabil sind. Daher
werden die Werte flr den Austenit durch die entsprechenden Werte flr austenitische
Stahle nédherungsweise ersetzt.

Es stellt sich weiterhin heraus, daB flir einzelne Gruppen von Stahlen, z.B. fir
niedriglegierte, die Abhéangikeit von den Legierungsbestandteilen weniger ins
Gewicht fallt als die Abhéngigkeit von Temperatur und Phase.

Aus diesen Grinden verwenden wir fir unser Testbeispiel die vom IWT Bremen zur
Verfligung gestellten Daten (bis auf die Umwandlungsparameter) flr niedriglegierte
Stahle.

5. Diskretisierung
Zur Lésung von (3.4) — (3.12) formen wir die Gleichungen wie folgt um. Einsetzen
von (3.7), (3.8) und (4.16) in (3.4) ergibt:
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(5.1) po e(6) —O—m— 0 H(- 9) H(0,, - 6) - div (x(0)V6) = pya L, f,(6) H(6, - 6).

Zunachst wird (5.1) in der Zeit semi-implizit diskretisiert.

Dazu seien 0=t,<t, <... <ty =T diskrete Zeitschritte und At,:=t,—t,_, fir
n=1, ..., N. Das zeitdiskrete Problem lautet dann:

Gesucht 0", o" := (a", p", m") mit 6°=0,, ®= (1,0, 0) und fir n>1

en _nn-1 L en-1 _ en
(5.2) (Po Co(6") + Bo?m a" " H (T ) H (6,-0")) - div (x(0")VE") =
= poa™ ' L,f,(0" ) H, (6,-0"")
sowie o" = o), wobei ® Lésung des Systems gewdhnlicher

Differentialgleichungen

(5.3) & = F(&,@,é), ot ) =o""

auf dem Zeitintervall Jt,_,, t[ ist. Hierbeiist F = (F,, F,, F,) mit
F,(©,0,0) := a f,(0) H(o, - ),

((5,6,5) af m(e) H(- e) H(o,, - 0),
=-(F,+F,),

T T
» 3

sowie 6 die stiickweise linearen Interpolationen der 6", d.h.

0(x, t) = 6" "(x )+—”—16"(x) fur teft, ;, t,] und xeQ.
In (5.2) ist H. fur € >0 eine glatte Approximation von H der Form
He(s) := ( arctan( 3) + %) en’.

Wir sind im besonderen an Situationen interessiert, in denen nur Abkihlung auftritt,

n-1 n

d.h. e < 0. In diesem Falle kann der Term H81( ) in (5.2) fortgelassen

werden. Im folgenden beschrénken wir uns auf diesen Fall. Dann stellt fur jeden
Zeitschritt die Gleichung (5.2) ein lineares elliptisches System zur Lésung von 6"
dar.

Zur Diskretisierung im Ort sei T, eine konforme Triangulierung von Q in Dreiecke

TeT,. Definiere den Ansatzraum der stiickweise linearen FE-Funktionen

V, i= { v,eC%Q) | v,re®, firalle TeT,}c H"3(Q).
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(@, sind die Polynome von héchstens erstem Grad.)
Auf V, sind die Lagrange-Basisfunktionen o; definiert durch ¢(x) = 5; fur alle

Knoten x der Triangulierung T,. Weiter bezeichnen wir mit (+,*) das L*<)-

Skalarprodukt. Fiir geC%Q), v, weV,, v=. vy, W= W, Sei

(9; v, W), = Z a(x;) viw; ( Z (95 9))

J
das gelumpte L*(Q)-Skalarprodukt sowie fiir geL™(0Q)

<9§V,W>3=ZZ ViWi(Zf(Pia(Pj)éfg
e |1 I e e

das gelumpte L?(0Q)-Skalarprodukt, wobei e (ber alle duBeren Kanten der
Triangulierung lauft.
Nach der Ublichen Herleitung der schwachen Formulierung von (5.2) definieren wir

das volldiskrete Problem:
Gesucht sind 0p, neV, mit 6p=0,, eine geeignete Approximation von 6,

on = (1,0, 0) sowie fir n> 1

n n-1 en_en—1

(5.4) (@on 0h ) 5

, Vidn + (K(OE' 1); VOE, VVp)n + <8; GE, V> =

= (poLp Folon 1,00 ,04); 1, Vi), + <0015 1, vp>  fiir alle v,eV,,
Hier wurde zur Abkurzung

polm
D(op, O) 1= Py Ce(0n) + 1 &, Hsz(em - 6p)

verwendet.

Weiter sei on =Y of ¢, analog zu oben gegeben durch o = &(t,, x) und

(5.5) ® = F(®,0,,0,), &(t, X) = on (X).
Durch die Formulierung (5.4), (5.5) ist die Berechnung von 6y und on entkoppelt. In
jedem Zeitschritt ist (5.4) ein lineares, symmetrisches, positiv definites

Gleichungssystem zur Berechnung von 6p. Zur Losung wird ein vorkonditioniertes

CG-Verfahren verwendet. Da aufgrund des transienten Charakters des Problems
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kleine Zeitschritte aus Genauigkeitsgriinden erforderlich sind, ist die Kondition von
(5.4) gutartig und die Wahl eines Vorkonditioniers unkritisch.

Das System gewohnlicher Differentialgleichungen (5.5) wird ndherungsweise mit der
impliziten Trapezregel mit Schrittweitensteuerung auf dem Zeitintervall 1t, _ ,, t.[
berechnet.

Zur numerischen Berechnung von u  definieren wir den FE-Raum der

vektorwertigen, stlickweise quadratischen Funktionen

W, = { 9,e[CUQ)F | gyre(P)® furalle TeT, ).
Fiir gegebenes 6p, on lautet das diskrete Problem zur Bestimmung von up wie
folgt:
Gesucht ist upeW, mit
(5.6) 2u (e(un) , e(@y) ) + 24 (div up , div @,) =

= (3 + ) ({ac, + pa, + Mo} (B - 0,) , div @) +
+ (30 (%‘m,div o) fur alle ¢@,eW,.
ges

Dabei sei

Prrac = P(Pa = Pp) + M(Pa - Pm)s Pges 1= @Pa + PPy + MPp.
Das Problem (5.6) kann wieder mit einem CG-Verfahren gelést werden. Man
beachte, dal3 das durch (5.6) beschriebene Gleichungssystem einen nichttrivialen
Kern besitzt, gegeben durch die Starrkérperrotationen, das CG-Verfahren aber
konvergiert.

Bemerkungen 4.

(i) Im Anwendungsbeispiel in Kap. 6 stellt sich wegen der Gré3e von & = 3000 am
Abschreckrand (vgl. (4.11)) und fur kleine t eine stark ausgepragte zeitlich-
raumliche Grenzschicht ein. Die exakte Beschreibung des Phasenilberganges in
dieser Grenzschicht hangt empfindlich von der Genauigkeit von 6 ab. Eine
entsprechende Zeitschrittsteuerung ist deshalb unverzichtbar.

Wir gehen wie folgt vor. Definiere
m'(A,) = sup{ 105(x) - 0" (x)1 ).

Ein Zeitschritt wird akzeptiert, falls n" < ToL.
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Die Fehlerschatzung n"(At,) liefert zudem eine ,optimierte Schrittweite“ At*, definiert

durch
«._ . [06°TOL
At* 1= A /—nn(Atn) At,.

(ii) Die Auflésung der raumlichen Grenzschicht erfolgt mit adaptierten Gittern. In der
vorliegenden Arbeit werden nur a-priori verfeinerte Gitter benutzt. A-posteriori
Fehlerkontrolle wird in zuklnftigen Arbeiten beschrieben.

(iii) Aufgrund des semi-impliziten Charakters der Probleme (5.4), (5.5) ist die

Berechnung von eﬂ, a)ﬂ numerisch sehr effizient.
(iv) Die Stabilitdt des Verfahrens (5.4), (5.5) erhélt man wie folgt:
Zunéachst gilt 0 < a,, p,, m, < 1. Dann kann man leicht mit Hilfe eines Maximum-

Prinzips die Stabilitat fir den Fall beweisen, daB alle Winkel von Dreiecken der

Triangulierung kleiner oder gleich 3 sind. Dabei ist zu beachten, daB gelumpte L2-
Skalarprodukte verwendet werden.

Im Falle allgemeiner Triangulierung erhalt man die Stabilitdt von (5.4) fur den Fall,

n-1

daB « nichtvon 6 abhangt durch Testen von (5.4) mit 6y - On

6. Simulationen

Mit der im Kap. 5 beschriebenen Methode wurde das physikalische Problem
numerisch geldst.

Es ergibt sich folgendes Bild: Es bildet sich eine stark ausgepréagte zeitlich-raumliche
Grenzschicht fir die Temperatur (und Phasen) am Abschreckrand und kleine t aus,
siehe Abb. 3, 4, 5. Zur Notation P,, P, siehe Abb. 1 und Beginn von Kap. 4.

In der Grenzschicht ist die zeitliche Temperaturdnderung stark genug, so daf sich
Martensit bilden kann. Die Phasenumwandlung ist im wesentlichen hier nach weniger
als 500 Sekunden abgeschlossen, siehe Abb. 4, 5.
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Temperatur am Punkt P1
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Abbildung 3: Zeitlicher Temperaturverlauf am Punkt P, fiir t < 1000s.

Phasen a,p,m, im Punkt P1
1 T T T T
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Abbildung 4: Zeitliche Entwicklung der Phasenanteile am Punkt P, fur t<200s.
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Phasen a,p,m, im Punkt P1
1 T T T T T T T T

)
09F ——mH
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0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
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Abbildung 5: Zeitliche Entwicklung der Phasenanteile am Punkt P, fir t <5000s.

Abb. 6 zeigt auf einem vertikalen Schnitt durch Q bei x =0.66 m die Verteilung von
Martensit nach der vollstindigen Phasenumwandlung. Die Dicke der Grenzschicht

betragt weniger als ein 1,5 cm.

Martensit auf Schnitt x=0.66m

0.4

0.2

0.4

I
0.6

Abstand vom oberen Rand [cm]

|
0.8

-

Abbildung 6: Anteil des Martensits auf einem vertikalen Schnitt x = 0,66m.
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Im Inneren des Gebietes geschieht der Abkuhlprozess auf einer langsameren

Zeitskala. Erst nach O(10* sec) erreicht die Temperatur im Punkt

P,

den

asymptotischen Wert (Abb. 7). Der Wert von - e ist zu klein, um Martensit zu bilden,

es findet eine vollstdndige Umwandlung von Austenit in Perlit statt, sieche Abb. 8.
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Abbildung 7: Zeitlicher Temperaturverlauf am Punkt P..
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Abbildung 8: Zeitliche Entwicklung der Phasenanteile am Punkt P,.
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Die Abb. 9 zeigt das verwendete FE-Gitter.

Abbildung 9: Verwendetes FE-Gitter.

Es stellt sich a-posteriori heraus, daf3 fur dieses Beispiel die Phasenumwandlungen
auf der rechten Seite in der Gleichung (3.4) keine entscheidende Rolle spielen.

Flr das zeitliche Verhalten der Deformation ergibt sich folgendes:

Fir kleine t dehnt sich die Bramme aus und woélbt sich nach oben (Abb. 10) (Die
Deformationen sind nicht maf3stabsgetreu dargestellt.)

Dies stent im Gegensatz zum  thermoelastischen  Verhalten ohne
Phasenumwandlungen und wird bedingt durch den zweiten Volumenterm in (3.11),
da p, - p,» > 0. Flr gréBBere Zeiten t Gberwiegt der 1. Volumenterm in Gleichung
(3.11) und die Bramme zieht sich zusammen und biegt sich dabei nach unten durch.
Der zeitlich asymptotische Endzustand ist eine isotrop verkleinerte Version des

Anfangszustandes.

.~

Abbildung 10: Deformierte Bramme und Isolinien der Temperatur flr t =0, 30, 2600, 20000s.
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Appendix 1 (Herleitung der Umwandlungsspannungen)

Bei der Thermoelastizitét einer koexistierenden Mischung rufen Dichte&dnderungen
selbst bei homogener Temperatur Spannungen hervor.

Daher missen die klassischen Duhamel-Neumann-Beziehungen der linearen
Thermoelastizitat (vgl. [Dau90])

1+v

(A1) 6= S;-E1r(S) 8+ (6-6) 3,

durch den Anteil der Umwandlungsspannungen ergénzt werden.

Seien p, die Dichte der Referenzkonfiguration und p, die aktuelle Dichte der
Mischung, bezogen auf die Temperatur zum Zeitpunkt t = 0. (Diese Dichte setzt sich
nach der Mischungsregel aus den Dichten der Phasen fir die Temperatur 6,

zusammen). Dann gilt fur die relative Volumenanderung

V, -V -
(A.2) ——o_Po-P1
Vo P1

Daraus folgt fur ,kleine“ Deformationen die entsprechende relative Langenénderung

Li-lg _1po-py
(A-3) b 3 pr
1 po- Py N ,
so daf zu (A.1) der Term 3 P o P 9; zu erganzen ist.
1

Durch anschlieBendes Auflésen der Gleichung nach S erhalten wir (2.10).
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