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3. Argumentieren und Beweisen mit
Punktemustern

3.1 Figurierte Zahlen

Gerade in der Grundschule bietet es sich immer wieder an, Zahlen
durch Gegenstinde zu verdeutlichen. Andererseits ordnet man viele,
gleichartige Gegenstinde zu Mustern. Bei einer mathematischen
Blickweise bieten sich dazu geometrische Figuren an. Dieses fiihrt zur
Quadraten, Dreiecken oder anderen Vielecken. Diese Betrachtung
fihrt zu den figurierten Zahlen, die in der Vergangenheit zu
tragfahigen mathematischen Betrachtungen gefiihrt haben.

3.1.1 Quadratzahlen

Bei den Quadratzahlen 1, 4, 9, 16, 25, ... denkt man zunéchst an die
Rechenoperation des Quadrierens und dem expliziten Bildungsgesetz
fiir diese Zahlen. Nennt man die Folge der Quadratzahlen Q, so ergibt
sich sofort:

Definition
Die Zahlenfolge @ mit dem Bildungsgesetz @ =n" heifdt Folge der

Quadratzahlen.

Die Quadratzahlen kann man aber auch
mit der geometrischen Figur ,Quadrat“in ¢—e—e—e—¢

Verbindung bringen. Legt man Plattchen 22
zu einem Quadrat zusammen, so erhalt ’
man immer dann ein vollstdndiges, wenn .23
die Anzahl der Plittchen eine Quadratzahl 24
ist. In der nebenstehenden Abbildung ’
kann man die Quadratzahlen sehr gut auf ,25

der unteren Linie ablesen.

Wir wollen hier und bei allen nachfolgenden, figurierten Zahlen
sowohl ein explizites als auch rekursives Bildungsgesetz herleiten.
Wir betrachten dazu ein Beispiel in der obigen Figur zu den
Quadratzahlen. Das dritte Quadrat kann man durch das Anlegen
von vier (oben) und drei (rechts) Plattchen erweitern zum vierten
Quadrat. Also finden wir Q4 = Q3 + 4 + 3. Eine Analyse der Figur
legt nahe, dass auch die allgemeine Formulierung

Qni1=Qn+ (N+1)+n=0Qun+2n+1
richtig ist.
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3.1.2 Dreieckszahlen

Analog zur Figur des Quadrats ist es
naheliegend, ein Dreieck zu legen und das
dann schrittweise zu vergroflern. Auch hier
koénnen wir leicht die Dreieckszahlen an
der unteren Linie ablesen. Wéhlen wir den
Buchstaben D fiir die Folge der
Dreieckszahlen, so sehen wir:

D]ZI, D2:3, D3:6, D4: 10,

D5 =15

Hier sieht man sofort den rekursiven Zusammenhang: Jedes Dreieck
wird durch eine Linie von Punkten erweitert zum néchsten Dreieck.
Dabei ist die Anzahl der Plittchen immer der Index des neuen
Dreiecks.

Daher treffen wir folgende

Definition
Die Zahlenfolge D mit dem Bildungsgesetz Dp+1 = Dy + (n+1), D; = 1
heifdt Folge der Dreieckszahlen.

Fiir das Auffinden der expliziten Formel bilden wir mit der rekursiven
Definition die ersten fiinf Dreieckszahlen, verzichten dabei aber
bewusst auf das Ausrechnen der Summen.

D =1

D,=D +2=1+2

D,=D,+3=1+2+3
——

D,

D,=D,+4=1+2+3+4
%,—/

Dy

Man erkennt sofort, dass also die n-te Dreieckszahl die Summe der
ersten n natiirlichen Zahlen ist.

D =1+2+3+4+..+n

Das Berechnen dieser Summe ist mit einer Anekdote tuber Carl
Friedrich Gaul verbunden. Er sollte als g 000000
Grundschuler die Zahlen von 1 bis 100

ee O0O00O
addieren und soll dabei sehr systematisch

o : ) ee e 0000
vorgegangen sein. Die Grundidee konnen
wir sehr schén mit Dreiecksmustern ® ® @ @ 00O
erldutern. Wir legen die Plittchen nichtzu ® @ @ @ @ o0
einem gleichseitigen Dreieck, sondemzu @ @ @ @ @ @ O

einem rechtwinklig-gleichschenkligen.

Dann kann man eine Kopie dieses Dreiecks um 180° drehen und so
anlegen, dass sich beide Dreiecke zu einem rechteckigen Muster
erginzen. Die Abbildung zeigt das am Beispiel des 6. Dreiecks (Dg).
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Das Rechteck, das durch die beiden kongruenten Dreiecke gebildet
wird, hat die Breite 7 und die Hohe 6. Folglich gilt fiir dieses Beispiel:
2- Deg="T-6 =42, also ist Dg = 21. Auch dieses Beispiel lésst sich leicht
verallgemeinern. Das n-te Dreieck hat eine Breite und Hohe von n
Plattchen. Legt man zwei kongruente Dreiecke zusammen, so erhélt
man ein Rechteck der Breite n+1 und der Hohe n. Folglich gilt

n(n + 1)

2- Dy = (ntl)n und damit D =———=. Der formale Beweis dafir

wurde mit vollstdndiger Induktion im Kapitel 2 gefiihrt.

3.1.3 Funfeckszahlen

Nach den Quadrat- und
Dreieckszahlen ist es
naheliegend, noch andere
Vielecke zu verwenden. Wir
wollen uns auf  die
Fiinfeckzahlen
konzentrieren, natiirlich
gibt es noch Sechs- Sieben-
U.S.W. Eckzahlen. Die
Abbildung verdeutlicht, wie
die  Funfeckszahlen an-
schaulich gebildet werden.
Durch  Abzihlen findet
manl:

P1=1,P,=5P3=12,
Pi=22,Ps=35

Die Festlegung ,Schaue auf die Abbildung” reicht aber nicht aus,
um weitergehende Fragen zu klaren oder allgemein Eigenschaften
tiber Fiinfeckzahlen zu beweisen. Dazu miissen wir die Flinfecks-
zahlen formal definieren. Wir wollen hier zunichst eine rekursive
Definition angeben, die sich recht einfach aus der Abbildung
ergibt.

Definition
Die Zahlenfolge P mit dem Bildungsgesetz P =P +3n+1 und
P =1 heift Folge der Fiinfeckzahlen.

Erlauterung der Berechnungsformel in der Definition:
Zu einem Fiinfeck (n) kommen zum néachsten Fiinfeck (n+1) oben
und rechts drei Kanten dazu, auf denen jeweils n+1 Punkte liegen.

" Wir verwenden hier P (Pentagon), da der Buchstabe F fiir die Fibonacci-Zahlen
vergeben ist, die an anderer Stelle der Ausbildung behandelt werden.
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Das sind 3(n+1) Punkte. Bei dieser Zahlung wird allerdings der
Punkt in der oberen und rechten Ecke doppelt gezdhlt. Daher
kommen tatsdchlich zwei Punkte weniger dazu. 3(n+1)-2=3n+1
Zusatzlich lasst sich die rekursive Formel an den aus der
Abbildung ermittelten ersten fiinf Fiinfeckszahlen testen:

Pi=1, P;=1+3:2-2=5, P3=5+33-2=12,
Py=12+34-2=22, P5=22+3-5-2=35

Die Definition der Fiinf-
eckszahlen ist rekursiv.
Im nichsten Schritt
wollen wir eine
explizite Formel ent-
wickeln. Dazu teilen
wir die Punkte im
Fiinfeck ein in drei
Dreiecke. Zwei Drei-
ecke sind gestrichelt
umrandet und sind zur
n-ten Finfeckszahl die
n-ten Dreieckszahlen
D,. Das dazwischen
liegende Dreieck ist
gerade die n-2-te Drei-
eckszahl.

Somit konnen wir als Zwischenergebnis festhalten:

Satz
Fiir die Folge (Pn) . der Fiinfeckzahlen und die Folge (Dn) . der
Dreieckszahlen gilt der Zusammenhang

P,=2D,+D,,-1, neN

Dabei muss man hier speziell definieren D_; = D, =0.

Beweis durch vollstandige Induktion
Induktionsanfang:

n=1: linkeS. P1= 1 rechte Seite: 2-1+0-1= 1
n=2: linkeS. P, = 5 rechte Seite: 2:3+0-1= 5
n=3: linke S. P3 =12 rechte Seite: 2:6+1-1=12

Induktionsvoraussetzung: P, =2D,+D,_,—1
Induktionsbehauptung: P,,,=2D,,,+D,_; -1

Zusatzlich benotigen wir flir die Dreieckszahlen die rekursive
Definition (siehe 3.1.2): D, =D,_,+n



3 Punktemuster 26

Induktionsbeweis:
P.= P, +3(n+1)-2
——
Ind Vor.

=2D,+ D, 5 ~1+3(n+1)-2
=2D,+D,_,+3n
=[2D,+2n+2]+[D,_, +n-1]-1
=2(D,+(n+1))+ D,_, +(n—-1)-1
=2 D + D -1

n+l n—1 o
Da wir fiir die Dreieckszahlen aber eine explizite Formel
_n(n+1)

n

kennen, kéonnen wir aus dem gerade bewiesenen

Zusammenhang sofort eine explizite Formel fir die Fiinfeckzahlen
hinschreiben.

P =2D +D -1
zzn(n+1)+(n—2)(n—1)_
2 2

1

=—(2n*+2n+n*-3n+2-2
1 )

_n(3n-1)
2
Also gilt fiir die Flinfeckzahlen:
p— n(3n—-1)
8 2

Auch dieses Ergebnis erproben wir an den ersten fiinf:
13-1-1) 2 _ P_2(3-2—1)_E_

P: 1; 5’
! 2 2 2 2 2
%:3(3.3—1):ﬁ:12, P4:4(3.4—1):4.11:22'
2 2 2 2
p_SE5-1) 514,

> 2 2
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3.2 Zahlenmuster zur Teilbarkeit

Mit Punktemustern kann Y

man sehr schon Aus- 0000
sagen zur Teilbarkeit o000
veranschaulichen.  Die 000 (Y X X ]
(grundschulnahe) Idee 00000 o000

ist dabei, dass Punkte- 00000 0000

sdulen  hinter  einer
Mauer hervorschauen.
Man kennt daher nicht
thre genaue Hohe, sieht
aber sehr wohl die
wesentlichen Eigenschaften: die Breite und die Zahl der Punkte in der
obersten Reihe.
Links in der Abbildung sehen wir eine Zahl, die beim Teilen durch 5
den Rest 3 ldsst und rechts eine Zahl, die beim Teilen durch 4 den Rest
2 lasst. Welche Zahlen es jeweils genau sind, bleibt offen, da wir nicht
erkennen konnen, wie viele Punkte sich hinter der Mauer verstecken.
So konnte der linke Punkteturm die Zahl 13 darstellen, aber auch 18,
23, 28, ... . Entsprechend kann der rechte zur Zahl 22, 26, 30, 34, ...
gehoren.
Etwas niichterner und allgemeiner stellt ein
Punktemuster in der rechts dargestellten Form
e.ine Z?hl ngN dar, von der man weil}, dass 0000 eee O
sic beim Teilen durch m den Rest r I&sst. ° I
Formal: a=t-m+r. Diese Punktemuster .
werden im nédchsten Kapitel die Darstellungen OO QO o!
3|
O

begleiten. Hier wollen wir an einigen Bei- O QOO eoe
spielen erkennen, welche Argumentationskraft O O OO

in der Darstellung durch Punktemuster liegt. m

a) Gerade und ungerade Zahlen

Als eine Kontrollmoglichkeit von Rechnungen lernen die Kinder die
Regel ,ungerade + ungerade = gerade kennen. Ublicherweise
verdeutlicht man diese Regel mit einigen Zahlbeispielen. Mit
Punktmustern stellt sich diese Regel

in der Abbildung dar. Es wird e ° -
) : ) ee ee

deutlich, dass die beiden Reste 1 eoe oo et

zusammengelegt werden konnen zu E + E =

zwel Punkten und somit den Rest 0 13- (T, e

erzeugen.

b) Teilbarkeit der Summe von aufeinander folgenden Zahlen
,Die Summe von drei aufeinander folgenden Zahlen ist immer durch
3 teilbar“. Diese Aussage kann in Ubungsaufgaben zur Addition
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erfahren werden. Damit hat man dann mehrere

Beispiele, die diese Aussage stiitzen. Mit o <
. . o9 ee

Punktemustern kann man eine fundiertere ®®® @@

Begriindung geben. Jede senkrechte Punktreihe stellt  « 5

eine Zahl dar, die drei nebeneinanderliegenden .;. eee

stellen die drei aufeinander folgenden Zahlen dar. @®@® ©®@®

Legt man den Punkt rechts oben in die Liicke iiber der linken Spalte,
erhdlt man eine vollstdndige Dreierzeile. Das neue Punktmuster stellt
eine durch 3 teilbare Zahl dar.

Diese Begriindung kann sehr einfach modifiziert werden. Die Summe
von vier aufeinander folgenden Zahlen ist nicht durch 4 teilbar, son-
dern lésst stets einen Rest von 2.

Dann ist es nur noch ein kleiner Schritt zur allgemeinen Aussage:

Die Summe von n aufeinander folgenden Zahlen ldsst beim
Teilen durch n

. . n
- fiir gerade n einen Rest von >

- fiir ungerade n keinen Rest. Die Summe ist also durch # teilbar.

¢) Teilbarkeit durch 4 von Quadratzahlen
Eine dhnlich weiterfilhrende Aussage erhdlt man, wenn man
Quadratzahlen auf die Teilbarkeit durch 4 untersucht. Hier weichen

wir allerdings etwas von der bisher gewidhlten Anordnung der Punkte
ab.

Eine Quadratzahl n” lsst beim Teilen durch 4 einen Rest von 0 oder 1
(also niemals einen Rest von 2 oder 3).

Ist n gerade, so konnen wir das Punktmuster von n Ig' ces Ig'

mal »n Punkten vollstindig mit 4er-Rahmen

uberdecken. Diese haben eine Breite und Hohe von E

2 und da n gerade ist, lassen diese Rahmen am Rand (® : :: m
B

°
keinen Rest. Folglich ldsst in diesem Fall n* beim : oo
Teilen durch 4 den Rest 0. -
- n
Ist n ungerade, so lassen die 4er-Rahmen am Rand oo eele
jeweils Rander von einer Punktzeile oder -spalte. (@&l . . [oeo]®
) ) ) oo o ole
Hier kann man immer zwei zusammenfassen und . .
dann jeweils zwei 2er-Stibe zu einem 4er- o .
Quadrat. Diese Art der Zusammenfassung ldsst |g Qe Sele
oben rechts einen einzelnen Punkt als Rest. oejee °°° oo
(X ) (X ()
< n >
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3.3 Zahlenmuster
3.3.1 Die Hundertertafel

Ein ,,Spielfeld” fiir gehaltvolle Aufgaben ist Hundertertafel, die an
verschiedensten Stellen des Mathematiklehrens eingesetzt wird. Sie ist

den  Schiilerinnen  und cline s

Schiillern  vertraut.  Wir 1 I Y 0 I S I T
wollen hier Aufgaben auf gt 2 39 3 8 He 9D
etwas héherem Niveau 1| 11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19| 20
behandeln. B 21 26| 27| 28| 29| 30
Uber das Hunderterfeld 3| 31 34 36| 37| 38 39/ 40
wird ein Fenster aus drei |=| 4|41 43| 44 46| 47| 48| 49| 50
Zellen gelegt. °| 5|51 56| 57| 58| 59| 60
Wie berechnet man die 6| 61| 62| 63| 64| 65| 66| 67| 68| 69| 70
Summe der drei Felder in 7| 71| 72| 73| 74| 75| 76| 77| 78| 79| 80
Abhéngigkeit des oberen 8| 81| 82| 83| 84| 85| 86| 87| 88| 89| 90
Feldes? 9( 91| 92| 93| 94| 95| 96| 97| 98| 99|100
Bezeichnet man die Zahl

im oberen Feld mit a, so ergeben sich fiir die anderen &
beiden Felder a+9 und a+10. Folglich ist die Summe

3a+19. Diese Formel verdeutlicht, dass die Summe |2*9 |2+10

niemals durch 3 teilbar ist.
Die Aufgaben konnen nun in verschiedener Form variiert werden.
a) Drehen des Fensters

b) Man addiert nicht alle drei Felder, sondern subtrahiert eins.

+
zB.LT 1~

c) Man kann fiir das Dreierfenster eine andere Form
wéhlen.

d) Die Anzahl der sichtbaren Quadrate kann erhoht
werden. Hier ist ein Viererfenster. Das kann fiir
weitere Aufgabenvariationen auch wieder gedreht
werden.

3.3.2 Die Multiplikationstafel

Ein weiteres Zahlenfeld ist die Multiplikationstafel (siehe néichste
Seite). Auch hier beginnt man mit dem oben abgebildeten
Dreierfenster, rechnet aberb Multiplikations- und Divisionsaufgaben.
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Als eine Aufgabe kann man hier fragen, wie das

Produkt der drei Zahlen in den Feldern in ab
Abhédngigkeit von dem Feld rechts oben berechnet

werden kann. fe-1)0-1) |a(b+1)
Nennt man den ersten Faktor (Spalte) @ und den 2.

Faktor (Zeile) b, so erhélt man wie abgebildet die einzelnen Zahlen in
den Feldern und insgesamt

ab-(a— 1)(b+ 1)-a(b+ 1) = (a— 1)a2b(b+ 1)2

Das ist ein Vorgehen, das keine spezielle
RegelméBigkeit aufweist. Rechnet man aber mit der *
Division im Feld rechts unten, so ergibt sich
* .

abla—-1)(b+1 %

otori ),

a(b+1)
Das ist aber genau das 1. Faktor

Ergebnis in dem Feld 1 2| 3| 4 5 6/ 7| 8 9|10
links oben, das abgedeckt 1| 1| 2| 3| 4| 5/ 6| 7| 8 9|10
wird. . 2| 2| 4| 6| 8|10|12|14] 16| 18] 20
Auch hier - sind - Vari- 3| 3| 6| 9] 12| 15| 18] 21| 24| 27| 30
ationen mdoglich, indem
. 4| 4| 8| 12| 16| 20| 24| 28| 32| 36| 40
das Fenster gedreht wird |o
bzw. andere Fenster- |T| 3| 5| 10| 15| 20| 25| 30| 35| 40| 45| 50
formen verwendet wer- E 6| 6| 12| 18| 24| 30| 36| 42| 48| 54| 60
den. 7| 7| 14| 21| 28| 35| 42| 49| 56| 63| 70
8| 8| 16| 24| 32| 40| 48| 56| 64| 72| 80
9| 9| 18| 27| 36| 45| 54| 63| 72| 81| 90
10| 10| 20| 30| 40| 50| 60| 70| 80| 90100

3.3.3 Das Pascalsche Dreieck

Als etwas anspruchs-
volleres  Zahlenfeld
kann auch das Pascal- N
sche Dreieck gewihlt 2O

Das Pascalsche Dreieck

werden. Die Fenster, \'/i_j,J,"/l\' ]

die man hier auflegen

kann, sind in ihrer Q0! Sﬁ*éf 3O

Form allerdings ein- ‘ ”rsﬁ v = J
[BIEEE[EEEEE

geschriankt und diir- ' ] 1
. 1 10 [ as 120 [ 20 252 zn‘:zovcsym"
fen nicht gedreht Yy ;~-»:;[ 0000000
Werden § A & % 20 raas 2 | | s [ T 702 | mT 2 | [ O [ I P!

RERE] 2551715 [ 1207 | ms 1716 | | rae7 Lns 26 | 7 lu\[

Hier kommen folgen- NN

1 " } o | wm T2002 | :um:: :m :mm Ta002 ‘om[:m o1 | 14 | 1

de Fenster ln Frage. [ ,\ s:\ms ass | 135 onml saos eus [ seas 'sno :nua' 355 s | [ 108 15 L

s008 | 358 nzD 560 I T

v [ e m)JssnIszu o6 | ao0s | 11840 2870
185 | oL

1 17 | 135 | 680 | 2380 5188%2:75 sat4s] 20310 24310 sua]wnn sea zaeo 60 | 136 | 17 | 1
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Hier erhélt man die Zahl im unteren Feld, wenn man die
mittlere der oberen drei Zahlen doppelt zdhlt und dann
aufsummiert.

hier erhdlt man die Zahl im unteren Feld als

m (Das  hellgraue = Sechseck ist lediglich eine
Konstruktionshilfe, nicht aber Teil des Fensters.) Auch

Kombination der oberen vier Zahlen. Dabei muss man
die mittleren beiden Zahlen mit 3 multiplizieren, um in

der Summe die Zahl im unteren Feld zu erhalten.

°° Fiir diese vier Felder erhilt man den Zusammenhang
‘ atb+c=d.

Und hier ist der Zusammenhanga+b+c+d=e.
O
)

3.4 Ubungsaufgaben

[EY

N

. Zwei Dreiecke lassen sich wie dargestellt zu

einem Quadrat zusammensetzen. Hier bilden

die 5. und die 4. Dreieckszahl die 5. Quadratzahl.

a.Verallgemeinern Sie die Aussage fiir die n-te
Quadratzahl.

b.Beweisen Sie die allgemeine Aussage, indem Sie die explizite
Formel fiir die Dreieckszahlen verwenden.

Ein Fiinfeckmuster lasst sich wie

dargestellt in drei Dreieckmuster

zerlegen.

a.Schreiben Sie den Zusammenhang
allgemein fiir P, auf.

b.Beweisen Sie den Zusammenhang
tiber die expliziten Formeln fiir
Dreiecks- und Flinfeckszahlen.

Gibt es in der Multiplikationstafel fiir das kleine Einmaleins
mehr gerade oder mehr ungerade Zahlen oder sind beide
Sorten genau gleich haufig?
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4. Die Abbildung rechts zeigt die
ersten drei Beispiele eines
Punktmusters, das systematisch @
fortgesetzt werden soll. ge 280
a. Wie sieht das nachste

Punktmuster aus? 8@ ggg 288
b.Analysieren Sie das Muster.
Wie setzt es sich aus Dreiecks-, Quadrat- oder
Rechteckmustern zusammen? Tragen Sie verschiedene
Losungen zusammen. In den Beispielen ist der Zahlindex
n =1, 2 und 3. Ermitteln Sie, wie n allgemein in die Teil-
figuren eingeht.
c. Das Muster lasst sich
i. nach oben zu einem Rechteck erganzen.
ii. nach rechts zu einem Dreieck erganzen.
Analysieren Sie auch hier die Ergdnzungsfliche und die
resultierende Flache in Abhangigkeit von n.
d.Die Punktanzahl nennen wir M,. Wir sehen in der Abbildung,
dass M1 =3, M2 =9, M3 = 18. Entwickeln Sie eine Formel fir
M. Gehen Sie mehrere Wege auf der Basis der Analysen von
Aufg. b. und c.
e. Geben Sie fir M, auch eine rekursive Formel an.

5. Ein Dreiecksmuster mit gerader
Basiszahl (Beispiel n = 12) lasst : °
sich in ein Quadratmuster und eee
zwei Dreiecksmuster mit halber @®@®@® @
Basiszahl zerlegen.

Formulieren Sie diesen Zu- ‘seeeeee
sammenhang allgemein fiir die eeccceece
eeceooOOOR®
ents_prechenden Quadrat—.und ecccccecee
Dreieckszahlen und beweisen eeccccceeee
Sie den Zusammenhang durch eeeccoeee e

Nachrechnen mit den ent-

sprechenden Formeln.

Wie kann die Zerlegung aussehen, wenn die Basiszahl
ungerade ist? Schreiben Sie eine entsprechende Formel auf und
beweisen Sie sie.

6. Wir betrachten das Viererfenster,
das in zwei Orientierungen auf die
Hundertertafel gelegt werden kann.
In jedem Fall soll die Summe der
vier sichtbaren Zahlen gebildet werden.
a.Untersuchen Sie die Summe auf Teilbarkeit durch 4 bei
beiden Orientierungen.
b.Welche Zahlen kommen demnach als Summe nicht in Frage?
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c. Wie muss das Viererfenster auf die Hundertertafel gelegt
werden, damit die Summe
i. 84 ist?
ii. 98 ist?

(wird fortgesetzt)
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(Die Seiten 34 bis 38 sind wegen der Umstellung noch frei)



