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1 Was ist ein Stellenwertsystem

Heute stellen wir Zahlen unter Zuhilfenahme eines Stellenwertsystems
dar. Welche Vorziige dieses bietet, konnen Sie nachvollziehen, wenn
Sie die miihsame Entwicklung an ausgewéhlten Beispielen iiber die
Jahrhunderte und Kulturen verfolgen.

1.1 Zahldarstellungen im Wandel der Geschichte

Die Entwicklung einer Kultur brachte immer die Notwendigkeit mit
sich, Mengen quantitativ zu erfassen, sich dariiber zu verstindigen
und dies auch zu verschriftlichen. Folgen wir also der Geschichte, wie
Zahlen durch die Kulturen dargestellt wurden.

1.1.1 Agypter

Die Agypter bedienten sich eines Zehnersystems. In der hieroglyphi-
schen Schrift' (ab 3200 v. Chr.) besaBlen sie zur Zahldarstellung fiir
jede Zehner-Potenz ein eigenes Zeichen. Ihre Methode, hiermit Zahlen
zu schreiben, war rein additiv (das Zeichen einer jeden Ordnung wur-
de so oft wiederholt, wie es vorkommen sollte). Die Reihenfolge der
Zeichen gehorchte dem Gesetz der Groflenfolge mit noch wechselnder
Schriftrichtung, d. h. willkiirlich wurde mal rechts- und mal linksldu-
fig? geschrieben.

[ n § I D ?‘\ ﬁ’

1 10 100 1000 10000 100000 1000000
Abbildung 1.1: Zahlzeichen

1234567 2 N ] T1T ecese v

45678 = Wﬁﬂ mﬁ GERESE rnnnrn
Abbildung 1.2: Zahlbeispiele

Bei der sich entwickelnden hieratischen® (Mitte des 3. Jahrtausend v.
Chr.) und spiteren demotischen Schrift* (diese Zeichen konnten sehr
rasch geschrieben werden) fiihrte die Schreibrichtung immer von

" siehe Kapitel 5.1 Lexikon

? Rechtslidufig bedeutet, dass von links nach rechts geschrieben wird (wie bei uns).
Linksldufig bedeutet, dass die Schriftrichtung von rechts nach links verlduft (wie z.
B. die arabische Schrift)

? siehe Kapitel 5.1 Lexikon

* siehe Kapitel 5.1 Lexikon
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rechts nach links. Diese Schriften bendtigten zur Darstellung ganzer
Zahlen aber erheblich mehr Zeichen, da sie sich fiir die je neun mogli-
chen Anzahlen einer jeden Ordnung unterschiedlicher Zeichen bedien-
te; das sparte Platz, erschwerte jedoch das Schreiben und Lesen.

1-9 ! 4 v - ¢ i ¢ - 2 {

1090 A 5 A ~ 3 = Y 7 )

100-900 _— 4 = e A P P -] A

10009000 Kl i 2y £ 3 P [‘;J 4

Abbildung 1.3: demotische Zahlzeichen’

24\/:;

Abbildung 1.4: Zahlbeispiel mit Originalschreibrichtung von rechts nach links (4-20)°

Fir die Null, das Nichtvorhandensein einer Stelle, war bei den
Schreibweisen der Agypter noch kein Zeichen erforderlich, da die
Zehnerpotenz am Zeichen ablesbar ist.

1.1.2 Babylonier’

Die horizontal von links nach rechts verlaufende Keilschrift der Baby-
lonier, deren Ursprung bei den Sumerern® zu suchen ist, erreichte un-
ter semitischem’ Einfluss (3. Jahrtausend v. Chr.) ihre hohe Ausbil-
dung und fand fiir die anspruchsvolle Zahldarstellung Anwendung.

Neben einer Schreibweise, die dezimalen Charakter trigt und fiir jede
Potenz ein eigenes Zeichen kennt (wie bei der Hierog]yphenschrift10
der Agypter), gab es noch eine, die auf dem Sexagesimalsystem'' be-
ruht. In diesem 60er-System wurden die Zahlzeichen mittels zweier

Zeichen — dem Vertikalkeil ﬂ mit dem Wert 1 und dem Winkelkeil B
mit dem Wert 10 — dem Prinzip der GroBenfolge gehorchend und sich
beriihrend dargestellt. Aus diesen Zeichen wurden durch vielfaches
Aneinanderfiigen die Anzahlen fiir jede Stelle im 60er-System darge-
stellt.

> aus Tropfke S. 25

% aus Tropfke S. 26

7 siehe Kapitel 5.1 Lexikon
¥ siehe Kapitel 5.1 Lexikon
? siehe Kapitel 5.1 Lexikon
"% siehe Kapitel 5.1 Lexikon
" siche Kapitel 5.1 Lexikon




Zahlensysteme 6
1 2 3
10 11 12 13
20 30 40 50

Abbildung 1.5: babylonische Zahlzeichen in Keilschrift'?

Mit diesen Zeichen dezimalen'® Charakters wurden Zahlen dargestellt,
indem die Anzahlen der Stellen additiv nebeneinander standen.

1234567 =5-60° +42-60> +56-60+7 =

45678 =12-60> +41-60+16-1 2 K&l
Abbildung 1.6: Zahlbeispiele

Fiir dazwischen nicht vorkommende Stellen lieBen die Babylonier
einen Zwischenraum oder fiigten als Liickenzeichen zwei iibereinan-
der gesetzte, sich nicht beriihrende ﬂ Winkelkeile ein. Der Wert der
ersten oder letzten Stelle und somit die Groenordnung der Zahl
musste dem Zusammenhang entnommen werden, da am Ende nicht
vorkommende Stellen nie gekennzeichnet wurden.

Das Sexagesimalsystem ist in der Winkel- und Zeiteinteilung erhalten
geblieben.

1.1.3 Griechen

Bei den Griechen gab es zwei Zahlensysteme, zum einen das iltere
attische System'® (5. Jahrhundert v. Chr.), welches in der Salamini-
schen Rechentafel'’ , in Tributlisten und in Abrechnungen Verwen-
dung fand. Ihr System der Zahlschreibung wird als akrophonisch16
bezeichnet, d.h. fiir die Zehnerstufen wird jeweils das Anfangszeichen
des betreffenden Zahlwortes verwendet. Zudem wird bei fiinf jeweils
eine Zwischenstufe eingeschaltet, sodass z.B. die 500 als eine fiinf im
Hunderterbereich auftritt. Die nachstehenden Zeichen wurden von

2 gefunden bei wikipedia

" siehe Kapitel 5.1 Lexikon

' siehe Kapitel 5.1 Lexikon

"% siehe Kapitel 5.1 Lexikon und Kapitel 1.2.2
'® siehe Kapitel 5.1 Lexikon
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Herodian'’ beschrieben und nach ihm benannt.

IT & F F M
5 50 500 5000 50000

I A H X M

1 10 100 1000 10000
Abbildung 1.7: herodianische Zahlzeichen

45678 2 MMMMFEFHEAATIIII
Abbildung 1.8: Zahlbeispiel

Im Gegensatz dazu entstand auch bei den Griechen mit dem helleni-
schen System18 (Mitte des 4. Jahrhunderts v. Chr.) ein viel kiirzeres,
aber nicht so iibersichtliches System. In diesem System erfolgte die
Darstellung von Zahlen ebenfalls durch Zahlbuchstaben. Hierzu wur-
den die 24 Buchstaben des griechischen Alphabets — erweitert um die
drei historisch schon sehr friih nicht mehr als Buchstaben benutzten
Zeichen Digamma, Koppa, und Sampi — in drei Gruppen zu je 9 Zei-
chen fiir Einer, Zehner, Hunderter eingeteilt:

10 20 30 40 50 60 70 80 90

p o T v o KX Y O 3
100 200 300 400 500 600 700 800 900

Abbildung 1.9: hellenische Zahlzeichen

45678 £ pegyon
Abbildung 1.10: Zahlbeispiel

Die Kennzeichnung der Tausender erfolgte durch das Vorsetzen eines
kleinen Beistriches, wie z. B. a = 1000, und die der Millionen durch
ein M mit dem dariiber geschriebenen Zahlbuchstaben, wie z.B. y =
5000000. Um die Worte von den Zahlbuchstaben unterscheiden zu
konnen, wurden (sofern sorgféltig geschrieben wurde) Zahlen iiber-
strichen.

"7 siehe Kapitel 5.1 Lexikon
'8 siehe Kapitel 5.1 Lexikon
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Ganze Zahlen stellten sie im Dezimalsystem dar. Fiir astronomische
Rechnungen/Bruchdarstellungen nutzen sie das sumerische Sexagesi-
malsystem der Babylonier mit den Zeichen des hellenischen Systems.
Dabei kennzeichneten sie Leerstellen durch ein iiberstrichenes O-
mikron 0 (Abkiirzung fiir ovdév = nichts).

1.1.4 Romer

Bei der Zahlschreibung der Romer ist wieder ein dezimales System zu
finden. Sie verwendeten — dhnlich den Griechen im attischen System —
Individualzeichen fiir die Zehnerpotenzen mit Zwischenstufen bei 5,
50, ... .

\Y4 L D D) D))

5 50 500 5000 50000

I X C 0)) (@ Oy X

1 10 100 1000 10000 100000 1000000
Abbildung 1.11: romische Zahlzeichen

1234567 2 X (D)D) (XDY@) OOOHOHDLX VI

45678 = ((MYMX(MX@) D) D CLXX VI
Abbildung 1.12: Zahlbeispiele

Bei zusammengesetzten Zahlen, wie z.B. XXXX oder LXXXVIII
findet das additive Verfahren Verwendung. Erst im Mittelalter setzt
sich dann zunehmend auch das subtraktive Prinzip, in dem 1-2 Zei-
chen der Stufe vorangestellt werden und diese um sie vermindert wird,
durch:

IV =4

IXX oder XIX = 19

Uber die Zahlzeichen der Zwischenstufen wird angenommen, dass sie
aus den Buchstaben der Zehnerpotenzen durch Halbieren abgeleitet
wurden.




Zahlensysteme 9

1.1.5 Chinesen

Die Chinesen bedienten sich ab dem 3. Jahrhundert v. Chr. der ent-
sprechenden Zahlwortzeichen als Individualzeichen fiir die Werte 1-9
und die Potenzen der Basis 10. Die Bildungsgesetze der Zahlworter
sind bei ihnen, anders als bei uns, auch in der Spreche noch deutlich
zu erkennen. Es heillt also nicht dreiffig sondern dreizehn und zehn-
zwei anstelle von zwolf. Es gilt die Regel, wenn einer groBeren eine
kleinere Zahl folgt, so werden sie addiert (+= £ 1043 = 13), folgt
einer kleineren aber eine grofere Zahl, so werden sie multipliziert

(=+ 2 3-10=30)".

ZF oder O + 10
- 1 £] 100
“oder M » T 1000
= 3 - 10.000
g 4 & 100.000.000
) 5 JK  1000000.000.000
N 6
£ 7
JAN 8
i 9

Abbildung 1.13: Zahlzeichen

34567 £ 45678 =

o + ot m A E 5
S+ oot HAHBE

Abbildung 1.14: Zahlbeispiele

Da die Potenzen noch mit angegeben wurden, war das Einfiihren eines
Fehlzeichens also einer Null hier noch nicht notig.

Neben der bisher dargestellten Schrift aus Grundziffern und Potenzen
wurden ab dem 2. Jahrhundert v. Chr. zunédchst auf dem Rechenbrett
Zahlen auch durch die Stdbchen- oder Strichschrift dargestellt. Mit

' original werden die Zeichen untereinander geschrieben
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Holz- oder Bambusstibchen wurde die Zahlen 1-9 in die Kolumnen
gelegt.

{1 1 | R/ 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Abbildung 1.15: Strichzahlzeichen

SchlieBlich wurden auch unabhingig von Rechenbrettern Strichzahlen
geschrieben. Um die Stellen auseinander halten zu konnen, wurden
dabei die Zeichen an Positionen ungerader oder gerader Ordnung um
90° gedreht.

1234567 2 |=[[I= Il =TT

12003 = |= |||
Abbildung 1.16: Zahlbeispiele

Nachdem im 8. Jh. n. Chr. statt einer Liicke fiir eine fehlende Position
die Null eingesetzt wurde (zunichst als Punkt, spiter dann als Kreis),
war das dezimale Positionssystem20 vollkommen und 12003 wurde als

|= ool|| dargestellt.

In diesem System konnten auch reelle Zahlen — schon dhnlich wie bei
uns — dargestellt werden. Die Stellen/Potenzen wurden in diesem Fall
erkennbar durch Markieren der Einer oder Zehntel. Der gesamte
Bruchteil konnte aber auch einem Index dhnlich geschrieben (12,003

al |= oolll )werden.

1.1.6 Inder

Ab 300 n. Chr. traten Wortzahlen®' als ein dezimales Positionssystem
auf. Im 5. Jh. n. Chr. trat bei den Indern das erste alphabetische Zah-
lensystem auf. Jeder durch Vokale dargestellten Zehnerpotenz wurde
ein Konsonant als Multiplikator beigefiigt.

Weiter entwickelte sich mit dem Katapayadi-System ein echtes alpha-
betisches dezimales Positionssystem. Den Ziffern 1 bis 9 und der Null
blieben Konsonanten zugeordnet:

% siehe Kapitel 5.1 Lexikon
*! siehe Kapitel 5.1 Lexikon
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1 k,t,p,y 6 c,t,s

2 kh, th, ph, r 7 ch, th, s
3 g,d,b,1 8 J,d,h

4 gh, dh, bh, v 9 jh, dh

5 n,n,m,$ 0 i, n

Abbildung 1.17: Buchstabenziffern des Katapayadi-Systems

Zahlen wurden daraus gebildet, indem die Konsonanten, durch belie-
bige Vokale voneinander getrennt, von rechts nach links abbauend
niedergeschrieben wurden. Die Konsonanten und Vokale wurden da-
bei so gewihlt, dass die Zahlen sich gut lesen lieBen oder sogar
gleichzeitig noch eine Wortbedeutung hatten.

1234567 £ satumovigekhak

12003 £ loninephak
Abbildung 1.18: Zahlbeispiele mit Schreibrichtung von rechts nach links

Neben den Wort- und Buchstabenzahlen gab es ab dem 4. Jh. v. Chr.
auch durch Ziffern dargestellte Zahlen. Zunédchst mit den Kharosthi-
Ziffernzz, die ein Vierersystem erkennen lieBen, ab dem 3. Jh. mit den
Brahmi-Ziffern”. Im 4. Jh. n. Chr. wurde die Null — zuniichst als
Punkt — eingefiihrt. Durch eine Inschrift 595 n. Chr. ist ein voll entwi-
ckeltes dezimales Positionssystem mit Ziffern zur Zahlendarstellung
erstmalig belegt.

Y Y Y ¢ o 1T ¥ A 8

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0
Abbildung 1.19: Brahmi-Ziffern

1234567 2 YYY ¢oyV

12003 2 Y Y+ 0 ¥
Abbildung 1.20: Zahlbeispiele

Das Dezimalsystem, das in Indien bei den ganzen Zahlen angewendet
wird, wurde auf die Briiche nicht iibertragen. In der Astronomie wurde
spitestens ab dem 6. Jh. n. Chr. mit Sexagesimalbriichen gearbeitet,
was auf babylonischen Einfluss schliefen ldsst. Das Dezimalsystem
wurde bei Briichen erst in neuerer Zeit eingefiihrt.

** siehe Kapitel 5.1 Lexikon
> siehe Kapitel 5.1 Lexikon
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1.1.7 Araber

Zu den Arabern werden in diesem Zusammenhang alle die Kulturkrei-
se gezdhlt, deren Religion der Islam und deren Sprache arabisch oder
persisch waren.

Die erste Moglichkeit der schriftlichen Zahldarstellung tibernahmen
die Araber aus den Gebieten, in die sie eingefallen waren, so z.B. aus
dem Ostlichen Mittelmeerraum die griechischen Zahlbuchstaben. Mit
dieser Zahlschreibung, die bis ins 12. Jh. anzutreffen ist, wurden auch
Briiche dargestellt.

Als eine weitere Moglichkeit Zahlen darzustellen, traten erstmalig im
8. Jh. die Gummalzahlen auf. Zur Anwendung kam diese Zahlschrei-
bung in Rechen- und astronomischen Lehrbiichern, in denen iiberwie-
gend im Sexagesimalsystem gearbeitet wurde, sodass fiir das Positi-
onssystem die Zahlen bis 59 von besonderer Bedeutung waren. Als
Zahlzeichen wurden Buchstaben ihres Alphabets benutzt, denen Zah-
lenwerte zugeordnet wurden. Die additiv zusammengesetzten Zahlzei-
chen fiir jede Position des Sexagesimalsystems wurden in der arabi-
schen Schriftrichtung (von rechts nach links), mit dem groften Wert
beginnend aneinander gefiigt.

\L—’Aﬁbjjc-lﬂdbd-&d

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 20 30 40 50
Abbildung 1.21: einfache Gummalzahlzeichen

1234567 =5-60° +42-60° +56-60+7 £ Gerade® ) 9() e 0

45678 =12-607 +41-60+18-1 2 Gerade (5 e s
Abbildung 1.22: Zahlbeispiele in arabischer Schriftrichtung von rechts nach links

Um die Position/Stelle sichtbar zu machen wurden im Anschluss die
Stellen bezeichnet. 4 25 40 Erhohtes, Gerade und Minuten (wédre im
Arabischen von rechts nach links geschrieben) hiitte den Wert 4-60' +
25-60° + 40-60™" = 265 %. Bei langen Zahlen wurden nur die erste und
letzte Stelle oder nur die kleinste Stelle benannt.

Durch eine indische Gesandtschaft, die 773 n. Chr. an den Hof des
Kalifen in Bagdad kam, bekamen die Araber Kenntnis von den indi-
schen Zahlen, die sich schnell verbreiteten. So lernten sie die Null
und die neun Ziffern kennen.

Das ilteste arabische Rechenbuch mit indisch-arabischen Zahlen ist
von 952/953 n. Chr.. Die leicht abgewandelt iibernommenen Zahlzei-
chen der Inder veridnderten sich im Laufe der Zeit, wie sie auch im

2% Gerade deutet hier die Potenz 10° an, d. h. Einer sind hier die kleinste Stelle
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arabischen Kulturkreis variierten.

Obwohl die Araber linksldufig schreiben, blieben sie dabei — sofern
indische Ziffern verwendet wurden — wie in Indien die hochsten Stel-
len links und die kleinsten am weitesten rechts zu schreiben.

1 {2 13 |4 |5 [ 6 | 7 | 8 | 9 |0
L= == |¥|h @ 72|62
: o 3 |3 |U >N EA| "
VR (A% 22 TG o
¢ (312139 Y &9 E 2
s | P I8 T I VINY e
o (1|2 3 |S|8g Y|V 19 |o°
Ll c |y 601 48|19
o112 |3 |RI1T |67 1819
o |1 |2 |E |2 ¢ |6 1|89

Inder

1. Brahmi-Ziffern [Menninger; 2, 233].
2. Bakhshali-Manuskript [Table 1V, 7].
3. Gwalior-Inschriften [BSS; 177].

4. Sanskrit (Nagari) [DS; 1, 120].

Araber

Ostarabisch (s. S. 53):

5. al-Uqlidisi [Uqlidisi 2; 355], Kagyér ibn Labban (10./11.Jh.) [47], al-Nasawi (11. Th.)
[Uqlidisi 2; 355], al-Ka¥ (15. Jh.) [4V].

6. Manuskript aus Schiraz (um 970) [Woepcke 5;75].

Westarabisch (s.S. 54):

7. al-Hassar (Ms. von 1432) [Suter 3; 15].

8. al-Umawi (Ms. von 1373) [Uqlidisi 2;355].

9, al-Qalasidi [Woepcke 5; 62], [Woepcke 2; 358].

Abbildung 1.23: Entwicklung der Ziffern®

1.1.8 Europa

Anfangs libernahmen die jungen Volker zunidchst die dezimale Zah-
lendarstellung der Romer. Fiir die schriftliche Niederlegung von Zah-
len, wie es z.B. in den Rechenbiichern von Kaufleuten, Klosterverwal-
tern etc. notwendig war, wurden die kursiv abgewandelten rémischen
Zahlzeichen bis weit ins 16. Jh. hinein verwendet.

Die indisch-arabischen Ziffern im dezimalen Stellenwertsystem wur-
den iiber Spanien in Europa bekannt. Das Rechenbuch von Moham-
mad ibn Musa al-Chwarizmi*® war fiir ihre Verbreitung von groBter
Bedeutung. Aber erst mit dem Aufkommen des Buchdrucks (Mitte des

* aus Tropfke, S. 66
% siehe Kapitel 5.1 Lexikon




Zahlensysteme 14

15. Jahrhundert) verwendeten alle Rechenbiicher die neuen arabischen
Ziffern. Die durch den Druck festgelegten Formen der Ziffern haben
sich bis auf die der 4, 5 und 7 bis in die heutige Zeit unverindert er-
halten.

Itz Y (L7819
2 | 1|3 pllY9 17| 8|9 |@
s 1| Red A7 I8 2
+ |1|P|F|IR/Y|6|7/8|92]|0
s 1|3 |2|18GC|Y(8|9(0
s 1 1|1Z|3«49 G789 0
T |1 |2|%|9\4Y.6|7|9|9|0
. [1]2(3|R|4|6|A|8|0]0
> 11121314|5/6|7|8|9]|0
o | 1]z[3|84[54/6 | A[8|9]0
1|12 |3|4|5|6|78(9|0

1. Cod. Vigilianus (aus dem Jahre 976) [Ewald; 356].

. Cod. Erlangen, Universititsbibl. 379 (,,Boetius“-Geometrie, Mitte des 11. Jhs.)
[Folkerts 1; Tafel 1]: Ziffern auf dem Abakus.

. Clm 13021 (,,Boetius“-Geometrie, 13. Jh.) [Foikerts 1; Tafel 2].

. Cod. Vindob. 275 (Algorismusschrift A1,von 1143) [al-Hwarizmi 2; 51].

. Cod. Par. bibl. nat. 16208 (Algorismusschrift A 3, vor 1180) [al-Hwarizmi 2;51].

. Cod. Par. bibl. nat. 16202 (Algorismusschrift H1, Anfang des 13. Jhs.), Cod. Par.
bibl. nat. 7359 (Algorismusschrifi H4, um 1300) [al- Hwarizmi 2; 51].

. Columbia-Algorismus (14. Jh.) [Vogel 24; 12].

. Algorismus Ratisbonensis [Vogel 11; Tafel VI

. Treviso-Arithmetik von 1478 [1"].

10. Bamberger Rechenbuch von 1483 [97].

11. Diirer [42].

S8

ot bW

= O

Abbildung 1.24: Entwicklung der indisch-arabische Ziffern in Europa®’

Die heutige geoffnete Form der 4 im Gegensatz zu der geschlossenen
Form der 4 tritt erst im 19. Jh. auf. Zur Darstellung groer Zahlen be-
nutzte man in Europa ebenso wie im arabischen Raum, die Einteilung
groBerer Zahlen in Gruppen zu je drei Ziffern, wobei die Tausender
entweder durch einen Bogen zusammengefasst oder durch einen Punkt
markiert wurden.

1.2 Unterschiedliche Zahldarstellungen in der Praxis

1.2.1 Fingerdarstellung

Wie auch alle anderen Kulturen kannten die Araber die Moglichkeit,
Zahlen mit Hilfe ihrer Finger darzustellen. Sie nutzten die unter-

2 aus Tropfke, S. 67
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schiedlichen Moglichkeiten, ihre Finger in den Gelenken umzukni-
cken und waren dadurch in der Lage, mit ihren zwei Hidnden Zahlen

von 1 bis 9999 darzustellen.

300 4

oy %

5

Abbildung 1.25: Fingerzahlen nach Luca Pacioli

28,29

Mit den drei letzten Fingern der linken Hand wurden die Einer, mit
Zeigefinger und Daumen die Zehner angezeigt. An der rechten Hand
waren die 3 heiligen Finger fiir die Hunderter und Daumen und Zeige-
finger fiir die Tausender. Das hier zutage tretende Dezimale System
war auch schon in den arabischen Zahlbezeichnungen zu finden. An-
gewandt wurde das Fingerrechnen hauptsichlich zur Unterstiitzung

des Kopfrechnens.

* siehe Kapitel 5.1 Lexikon
2 aus Tropfke, S. 50
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1.2.2 Abaki® in verschiedenen Ausfiihrungen

Abbildung 1.26: salaminische Rechentafel”!

Auf dieser griechischen Rechentafel aus dem 3. oder 4. Jahrhundert v.
Chr. wurden Steine auf die fiir die Zehner-Potenzen stehenden Rillen
gelegt um Zahlen darzustellen.

0—

——
= -
— -
— -
wi— -
wil— -
— -

L= -

== EIge =

Abbildung 1.27: Abakus chinesischer Art™

o4 Erste chinesische Handabaki gibt es seit den Anfdngen des 11. Jahr-
: hunderts. Die heute noch benutzte Form ist seit dem 10. Jahrhundert
s nach Chr. bekannt. Fiir jede Zehnerpotenz gibt es 5 Perlen mit dem

GeschichieundFunk- Wert 1 und 2 weitere im oberen Bereich mit dem fiinffachen Wert.

tionsweise

Abbildung 1.28: japanischer Soroban™

Der japanische Handabakus hat sich iiber mehrere Schritte aus dem
chinesischen entwickelte. Die heutige Form gibt es seit Mitte des 20.
Jahrhunderts. Fiir jede Zehnerpotenz gibt es 4 Perlen mit dem Wert 1
und eine weitere im oberen Bereich mit dem fiinffachen Wert.

% siehe Kapitel 5.1 Lexikon
*! siehe Kapitel 5.1 Lexikon
32 gefunden auf http://rolf fraedrich.de/mathematik/mathe .htm

3 gefunden auf der engl. Version von wikipedia
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Abbildung 1.29: Rekonstruktion eines rémischen Handabakus™*

Das Original wird auf 300 vor Chr. datiert. Fiir jede Zehnerpotenz gibt
es 4 Kugeln mit dem Wert 1 und eine weitere im oberen Bereich mit

dem fiinffachen Wert.
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Abbildung 1.30: Holzschnitt eines Rechentisches

chenbrett

Auf dem Rechenbrett nach Gebert™ , wurden die Werte in den Spalten
des Rechenbretts nicht mehr durch Legen oder Zeichnen einer ent-
sprechenden Anzahl dargestellt, sondern durch Apices, (Holz-)PIitt-

chen mit den Ziffern O bis 9.

Abbildung 1.31: russische Stschjoty oder Stschoty36

** fotografiert von Mike Cowlisha 2004, gefunden auf der engl. Version von wikipe-

dia
* Gebert von Aurillac, siehe Kapitel 5.1 Lexikon

% gefunden bei wikipedia
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Diese russische Rechenmaschine hat 10 Kugeln (die 5. und 6. womog-
lich zur besseren Lesbarkeit in anderer Farbe) auf einer Stange fiir
jede Zehnerpotenz. Zur Markierung des Kommas ist die Stange mit
nur 4 Kugeln vorgesehen.

3 "'"C"F'G'Fﬂ‘
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Abbildung 1.32: Zihlrahmen®’

Der Zihlrahmen ist zur Zahldarstellung in Grundschulen anzutreffen.
Leider werden die Stibe nicht den Zehnerpotenzen entsprechend ge-
nutzt, Zahlen werden hier mengenerhaltend dargestellt. Die Zahl 23
wird durch 2 volle Reihen und 3 weitere Perlen dargestellt, dies ent-
spricht eher einer Darstellung im 100er-Feld.

1.2.3 Zahlwerkdarstellung

Bei Rollenzdhlwerken wird das ,,kleinste® Rad iiber einen Mechanis-
mus um einen definierten Winkel weitergedreht. Das Rad lésst der
Reihe nach — je nach Drehung — in einer Anzeige Ziffern sichtbar
werden.

Abbildung 1.33: durch Hebel betitigtes Zihlwerk mit Riickstellschraube™

%7 gefunden auf http://rolf fraedrich.de/mathematik/mathe htm

% fotografiert von Marcus Schweiss 3/2006, gefunden bei wikipedia
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Abbildung 1.34: Scheibenzdhlwerk mit Mitnehmer im Ser-System

Fiir groBBe Anzahlen werden Zihlwerke hintereinander geschaltet.
Nach voller Umdrehung eines Rades bewegt ein Mitnehmer das
,hichstgroBere” Rad um 1
weiter. Ein klassisches
Beispiel dafiir ist ein Ta-
cho. Beim menschlichen
Zihlwerk arbeiten die
Personen/Positionen
nacheinander und melden
bei  Uberschreiten der
Zihlgrenze einer Position dies an den Nachbarn. Das Ganze ist noch
einfacher als auf der Abbildung 1.36 umzusetzen, wenn statt Material
die Finger einer Hand aufgezeigt werden (dann sind Systeme bis zur
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Abbildung 1.36: Personenzidhlwerk im Ser-System

Abbildung 1.35: Kilometerzihler

Grundzahl 11 mt')glich3 %) oder beim Dualsystem die Personen an den
Positionen lediglich sitzen oder stehen.

1.3 Unterschiedliche Zahlsysteme

Nachdem wir nun unterschiedliche Zahldarstellungen und die dahinter
steckenden Systeme aus der Geschichte und Praxis betrachtet haben,
geht es jetzt darum, die Systeme zu kategorisieren.

* Mit zehn Fingern konnen die elf Zahlen von null bis zehn dargestellt werden, es
gibt also 11 Zahlzeichen.
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1.3.1 Additionssystem

Bei Zahlsystemen dieses Typs werden Symbole — denen Zahlwerte
zugeordnet sind — nebeneinander gefiigt.

Als einfachstes Additionssystem gelten Strichdarstellungen, Unir-
system40 genannt. Hier gibt es nur ein Symbol mit dem Wert 1, das
entsprechend oft eingesetzt wird. Fiir groe Zahlen wird in diesem
System viel Platz benétigt und es besteht die Gefahr, dass es uniiber-
sichtlich wird.

Als entwickelte Additionssysteme gelten Hieroglyphen, das attische
System und das der Romer, die hieratisch/demotischen und helleni-
schen.

Hieroglyphen ﬁﬂﬁﬂ m QERER] M i

attisch MMMMFFHEAATIIIT
hellenisch neyxon
romisch (@NHUMHUAMNM)) D) D CL XXV III

Abbildung 1.37: Zahldarstellung fiir 45678 in Additionssystemen

Bei diesen Systemen gibt es fiir jede Potenz der Basis (teilweise auch
Zwischenstufen) ein Symbol mit entsprechendem Wert, das entspre-
chend oft aneinandergefiigt wird. In der Regel werden sie dabei dem
Wert nach sortiert aneinander gefiigt, beginnend mit den Symbolen
des jeweils hochsten Wertes.

1.3.2 Hybridsystem

Zahlsysteme dieses Typs kamen in der Geschichte nur selten vor. Sie
bedienten sich einer begrenzten Anzahl von Symbolen fiir Grundzif-
fern sowie eigener Symbole fiir jede Potenz der Basis.

chinesisch mERFAEE+AY
Gummalzahl  Gerade 95 | s
Abbildung 1.38: Zahldarstellung fiir 45678 in Hybridsystemen

Dem Symbol der Grundziffer folgt das der Position. Diese Produkte
werden Stelle fiir Stelle aneinandergefiigt. Die arabischen Gummal-
zahlen weichen da ab, bei ihnen werden die Stellen erst am Ende an-
gegeben (bei langen Zahlen auch nur die kleinste oder grofite Stelle).

0 siehe Kapitel 5.1 Lexikon

*! die korrekte Darstellung wire eine Schreibweise von oben nach unten
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1.3.3 Stellenwert- oder Positionssystem

Bei einem Stellenwert- oder Positionssystem handelt es sich um ein
Zahlsystem, bei dem die Bedeutung eines Symbols von seiner Stel-
lung innerhalb der Symbolkette abhingt. Der Zahlwert ermittelt sich
aus der Summe der Produkte der Symbole mit der ihrer Position ent-
sprechenden Potenz der Basis des Zahlsystems.

Zahlen werden in der g—adischen42 Darstellung durch eine Folge von
Ziffern a, dargestellt. Dabei wird in Schreibrichtung mit dem Symbol

fiir den Faktor bei der hochstens Potenz begonnen:
(a,a,,..a,aaq, )g

Bei Symbolfolgen eines nichtdezimalen Systems wird die Grund-
zahl/Basis g der Symbolfolge als Index angehangen. Entgegen Zahlen
im uns geldufigen dezimalen Stellenwertsystem werden diese Zahlen
Symbol fiir Symbol gelesen unter anschlieBender Angabe der Basis.
Die Symbolfolge steht fiir die Zahl

n
Zai-gl =a,+a-g+a,-g’+..+a, g ' +a, - g".
i=0

In Ermangelung eines Symbols fiir die Null ist bei babylonischen,
Strich-/Stidbchenzahlen sowie Brahmi-Zahlen zunichst nur von einem
unvollstindigen Stellenwertsystem zu sprechen.

chinesische Strichzahl = ||l

indische Brahmi-Zahl )Y ¥

Abbildung 1.39: Zahldarstellung fiir 12003 in noch unvollstéindigen Positionssystemen

chinesische Strichzahl |= ool
indische Brahmi-Zahl YY oY
indische Buchstabenzahl (Katapayadi-System) loninephak
indisch-arabisch 12003

Abbildung 1.40: Zahldarstellung fiir 12003 in vollstindigen Positionssystemen

Bei den Buchstabenzahlen des indischen Katapayadi-Systems und den
uns heute geldufigen Zahlen indisch-arabischen Ursprungs handelt es
sich von Anbeginn um Zahldarstellungen in einem Stellenwert- oder
Positionssystem.

Als Basis eines Positionssystems werden fiir gewohnlich natiirliche
Zahlen ab 2 gewihlt (obwohl auch reelle, rationale, sogar irrationale

*2 siehe Kapitel 5.1 Lexikon
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Basen mit einem Betrag grofler eins moglich sind). Werden ganzzah-
lige Exponenten zugelassen, konnen rationale Zahlen dargestellt wer-
den. Stellen mit negativem Exponenten werden dann durch ein Kom-
ma (in anderen Kulturen auch ein Punkt) abgetrennt.

Dieses Skript beschréinkt sich in der Regel auf Positionssysteme mit
natiirlicher Basis und natiirlichem Exponenten einschlieflich Null,
also mit natiirlichen Zahlen.

1.4 Rechnen in Zahlsystemen

Die Agypter fiihrten schon alle vier Grundrechenarten aus und konn-
ten sie in der Gleichungsrechnung anwenden.

Ihr Hauptaugenmerk legten sie auf die Addition, da sie von ihr alle
anderen Rechenarten ableiteten. Die Subtraktion war bei ihnen nur die
Umkehrung der Addition. Die Multiplikation und Division waren
schon komplexer, sie wurden unter Anwendung von Verdopplung®
und Halbierung gelost. Alle vier Rechenarten waren aufgrund der un-
ibersichtlichen Zahldarstellung umstéindlicher als heute und basierten
hauptséchlich auf Kopfrechnen.

Den Babyloniern wird zugesprochen, dass sie die einzigen waren, die
unmittelbar mit Zahlen rechnen konnten. Auch sie fiihrten Addition,
Subtraktion, Multiplikation und Division (indem mit dem Kehrwert
multipliziert wurde) aus. Fiir umfangreichere Rechnungen — die nicht
auf Anhieb im Kopf geldst werden konnten und in ihrer schriftlichen
Notation sehr umsténdlich/langwierig waren — wurden einmal geldste
Rechnungen in Tabellen (Produkte, Kehrwerte, Quadrate und Quad-
ratwurzeln, Kuben und Kubik-

wurzeln, Logarithmen) fest- Zernwolmit fleif dascinmalein Sovwut
gehalten, um auf sie zurtickgrei- dirallerednung gemein

B . BB
fen zu konnen. Tabellen dieser 4 88 hdidigi i
Art kamen bis in die Gegenwart 6 19 12)is)i8z)z
12)16Z0jz4{z8 23

(bis zum Aufkommen von Re-
chenmaschinen, insbesondere
dem Taschenrechner) zur An— TR 4&5 e
wendung. Aber auch Print- 18273 64555463728 )
Kalender sind als Tabellen zu  Apbildung 1.41: Einmaleins-Tafel aus
betrachten und sind auch heute  cinem Rechenbuch des 16. Jahrhunderts
noch Teil unseres Alltags. Eben-

falls findet die Einspluseins- und Einmaleinstabelle in der Grundschu-
le auch heute noch ihren Platz, jedoch zum Erkennen von Systemati-
ken unseres Zahlsystems.

Sofern Asiaten, Araber, Griechen oder Romer Rechnungen mit
Zahlen ausfiihren wollten, bedienten sie sich (sofern sie nicht im Kopf
gelost werden konnten) einer Tabelle mit einer Spalte je Stellenwert,

115z B I3 5[4 4
1218z 43056424854
1495 663

1421283 §

N O TN ATE TN =

* siehe auch www ph-linz.at/staff/boe/didaktik1/Aegypt.htm
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eines Abakus oder Rechenbretts. So unterschiedlich diese Arbeitsmit-
tel auch aussehen, ist ihnen eins gemeinsam: Sie basieren alle bereits
auf dem Gedanken des Stellenwertes, auf dem auch unsere heutigen
Algorithmen beruhen, ohne dass sie jedoch ein Zeichen fiir die Null
benotigen. Fiir jede Stelle (in der Regel die Zehnerpotenzen) ist eine
Spalte/Rille/Linie oder Stab vorgesehen. Die Hiufigkeit des vorkom-
menden Stellenwertes wird durch Legen/Schieben der entsprechenden
Anzahl von Steinchen/Rechenmiinzen dargestellt (bei der noch heute
bekannten Form des Abakus wurden diese Steinchen aufgefidelt).
Zum Rechnen werden stellengerecht weitere Zahlen hinzugefiigt oder
subtrahiert. Dabei kann es notwendig werden bei Uberschreiten der
maximalen Anzahl eines Stellenwertes (im Zehnersystem das Uber-
schreiten der 9) zu biindeln, d. h. statt 10 Einheiten einer Potenz wer-
den diese gleichwertig durch 1 Einheit der nichst hoheren Potenz dar-
gestellt. Ebenso ist bei Unterschreitung der minimalen Anzahl eines
Stellenwertes (im Zehnersystem das Unterschreiten der 0) zu entbiin-
deln, d. h. die nachst hohere Potenz wird um 1 Einheit vermindert und
gleichwertig durch 10 Einheiten der zur Frage stehenden Potenz er-
setzt.

Bis um das Jahr 1200 herum war das Ziffernrechnen in Europa nur
gelehrten Kreisen — vor allem den Klostern — vorbehalten bzw. gelidu-
fig. Aus einer Handschrift eines Lehrgedichtes aus der zweiten Hilfte
des 13. Jh. geht hervor, dass spiter auch in nicht klosterlichen Kreisen
mit diesen neuen Ziffern umgegangen wurde. Im kaufminnischen
Bereich verbreiteten sich die arabischen Ziffern nur sehr zogernd.
Kaufleuten wurde z. T. verboten,
ihre Handelsbiicher mit arabischen
Ziffern zu fiihren. Auch im 15. Jh.
waren diese in Kaufmannsbiichern
noch keine Selbstverstindlichkeit
— das nebenstehende Bild aus Mar-
garita Philosophica44 von Gregor
Reisch stellt Abakisten*® im Wett-
streit mit Algoristen®® dar. Die als
Frau dargestellte Arithmetica wen-
det sich zur Zeit des ausgehenden
Mittelalters bereits den Algoristen
und damit der neuen Rechenme-
thode zu. :
Rechenbiicher von Adam Ries"’ Abbildung 1.42: Darstellung des

fiilhrten schlieBlich zu weiter Rechenwettstreits zwischen Aba-
kisten und Algoristen

* siehe Kapitel 5.1 Lexikon
* siehe Kapitel 5.1 Lexikon
* siehe Kapitel 5.1 Lexikon
7 siehe Kapitel 5.1 Lexikon
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Verbreitung der indisch-arabischen Zahlzeichen und dem Umgang mit
ihnen — auch den uns heute geldufigen Algorithmen fiir die Grundre-
chenarten.

Abschliefend sei noch auf eine heute nur noch wenig bekannte Fin-
germultiplikation hingewiesen, die schon in arabischen Lehrbiichern
des 16. Jahrhunderts zu finden ist und noch von ruménischen und
franzosischen Bauern sowie in Indien, Irak und Nordafrika fiir Multi-
plikationen der Zahlen 6-9 angewandt wurde. Nach einem Milchmid-
chen des Berliner Milchhandels Bolle des ausgehenden 19. Jahrhun-
derts soll sie auch als Milchm#dchenrechnung bezeichnet werden.

Aufgabe: 9.7

gestreckte Finger: (4 + 2) -10=6-10=60
ingekl

13=3

Summe beider 60 +3 =63

Teilrechnungen:

Abbildung 1.43: Fingermultiplikation

Multiplikationen der Zahlen 1-5 mit einer derselben werden dabei als
einfach vorausgesetzt, ist es doch moglich sie noch durch fortgesetzte
Addition zu 16sen und auswendig zu lernen. Zunéchst wird am Hand-
abakus, wie er auch genannt wird, die Aufgabe eingestellt. Die linke
Hand zeigt den ersten Faktor um fiinf vermindert an, die rechte den
zweiten um fiinf verminderten Faktor. Die Anzahlen der ausgestreck-
ten Finger beider Hinde sind dann zu addieren und mit 10 zu multipli-
zieren. Da hinzu gilt es noch das Produkt der Anzahlen der einge-
klappten Finger der linken Hand mit der der rechten zu addieren.
Mathematisch ausgedriickt und bewiesen sieht das dann so aus:

Es seien / und r aus {6,7,8,9,10} .

Dann gilt:
[1=5)+(r=5)]-10+[10-1)-(10-7)]

=[l+r—10]-10+[100 10/ —10r +Ir]
=10/ +10r =100 +100 - 10/ —=10r +1 - r

:l.r u
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2 Stellenwertsysteme mit unterschiedlichen
Basen

2.1 Orientierung in ausgewahlten Stellenwertsys-
temen

Bei unseren alltiglichen Uberlegungen zu Zahlsystemen orientieren
wir uns an einem Stellenwertsystem mit zehn Ziffern, dem Dezimal-
system. Es umfasst die Ziffern 0, 1,2, 3,4,5,6,7, 8,und 9. Es ist das
Stellenwertsystem, indem wir in unserem Kulturkreis traditionell ar-
beiten und denken. In den folgenden Ausfiihrungen soll das Dezimal-
system Ausgangspunkt unserer Uberlegungen sein.

Was bedeutet die Ziffernfolge 2, 0 und 7 im Dezimalsystem? Wie ist
die Konvention? Die Basis dieses Stellenwertsystems ist die Zahl 10.
Jede Stelle représentiert eine ganzzahlige Potenz von 10. Ganz links
steht die groBte, ganz rechts die kleinste ganzzahlige Potenz von 10,
also die 10°. 10° wird als Einer-Stelle, 10" als Zehner-Stelle, 107 als
Hunderter-Stelle usw. bezeichnet (Abb. 2.1: Das Dezimalsystem).

= b5 < g
2 5 S| 8 Z| S
= 8| & 5| 2| = 5| 3| g &
=1 = $— 2 -
Name | 31 2| 2| 2| 2| 2| g| & | 2 g 8| g
= s — g < c:é = b5 5 o 5 ] @ =
Sl 2 S E R E g 2 g sl o=l = g R
Z| 8| 2| |8l 2| & & 3 & 38 & E 2 s
o
S =l =l S === BN @ACN] B =] ==
o
S| o
S| o
Stellen- ol 3 3| o
HEIEEE | s
schreibweise| | S| S| o] S| 8| o 1zl g
S S 3 & & B & o —~ 3| 8| 8
ol 3| o 2| 3| o 2 3| o S 3 &
Potenz- Y Y S Dt R R Y B 1 . 1 A
schreibweise 107/10°{10"{10°|10°|107|10°|10°{10 | 107|107 {10~{107{107"|10

Abbildung 2.1: Das Dezimalsystem

Analysiert man die Ziffernfolge 207 weiter, so stellen jede Ziffern dar,
wie oft der Stellenwert vorkommt. In unserem Beispiel bedeutet das: 2
mal 10, also 200, Null mal 10', also 0 und 7 mal 10°, also 7. Addiert
ergeben die Stellenwerte die Zahl 207 im Dezimalsystem, oder auch
207o. Hier eine andere Darstellung:

207,,=2-10>+0-10"+7-10° =2-100+0-10+7 -1

Entsprechend ist im Dezimalsystem 10" als Zehntel-Stelle, 107 als
Hundertstel-Stelle, 10~ als Tausendstel-Stelle usw. zu interpretieren
(Abb. 2.1: Das Dezimalsystem). Auch hier steht der hochste Zahlwert
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am weitesten links. Zwischen den Einern und Zehnteln wird ein
Komma gesetzt48. Die dezimale Kommazahl 689,046,; bedeutet:

689,046, =6-10°+8-10' +9-10° +0-10"' +4-10° +6-10
=6-100+8-10+9-1+0-0,1+4-0,01+6-0,001

In einem 7er-Stellenwertsystem ist die Basis die Zahl 7. Es kann hier
also nur 7 Ziffern geben, der Einfachheit halber benutzen wir die uns
bekannten Ziffern 0, 1, 2, 3,4, 5 und 6. Die Zahl sieben muss dann als
107, die Zahl acht als 11, dargestellt werden usw.”. Die Zahl 65304
des 7er-Stellenwertsystems™ hat entsprechend folgenden Wert im
Dezimalsystem:

6530,=6-7"+5-7"+3-7'+0-7°
=6-343+5-49+3-7+0-1
=2058+245+21+0
=2324,,

Neben dem Dezimalsystem spielen in der Realitidt nur zwei andere
Stellenwertsysteme ein Rolle, das zur Basis 2 und zur Basis 16. Stel-
lenwertsysteme zu diesen Basen werden in der Informatik und Digital-
technik sinnvoll benétigt. - Im Dualsystem’' gibt es nur die Ziffern
Eins und Null. Da ein Computer letztlich nur eine gigantische Anhéu-
fung von Schaltern ist, erklért es sich realitidtsnah aus den zwei mogli-
chen Zustidnden eines Schalters. Ein Schalter ist entweder an oder aus,
bzw. ein Strom kann flieBen oder nicht’. Es kann hier mathematisch
folglich nur 2 Zahlzeichen geben, die Ziffern O und 1. Die dezimale
Zahl 2y muss dann als 10, dargestellt werden>’ , die dezimale Zahl 3
als 11, usw.. - Welchen Wert hat die duale Ziffernfolge 1110101, im
Dezimalsystem?

* Im angelsichsischen Raum ist es ein Punkt, wie auch bei den meisten Taschen-
rechnern.

* 10, — sprich: eins-null-zur-Basis-7 / 11, — sprich: eins-eins-zur-Basis-7

%0 6530, — sprich: sechs-fiinf-drei-null-zur-Basis-7

>! Der deutsche Philosoph und Mathematiker Gottfried Wilhelm Freiherr von Leib-
niz (01.07.1646 - 14.11.1716) stellte tiefgreifende mathematische Uberlegungen
zum Dualsystem an.

>? Eine Kodierung des Informationsgehalts eines normalen Schalters, der den Zu-
stand von Strom aus oder an haben kann, entspricht in der Informatik einem Bit.

%310, — sprich: eins-null-zur-Basis-2
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1110101, =1-2°+1-2° +1-2* +0-2° +1-2* +0-2' +1-2°
=1-64+1-324+1:-164+0-84+1-44+0-2+1-1
=64+324+16+0+4+0+1
=117,

Bei der Zahldarstellung in Stellenwertsystemen, die eine hohere Basis
als 10 verwenden, bediirfte es eigentlich fiir jedes Zahlzeichen stets
eines neuen Symbols. Unabhingig von der Frage, ob es Sinn macht in
einem solchen Zahlsystem zu arbeiten, stellt sich die Frage nach der
praktischen Handhabbarkeit dieser Symbole. Nicht zuletzt deshalb hat
sich wohl kein Stellenwertsystem groBer als auf der Basis 10 bei uns
durchsetzen konnen. Eine Ausnahme bildet lediglich das Hexadezi-
malsystem.

Beim Hexadezimalsystem, das die Basis 16 hat, nutzt man die uns
bekannten Ziffern von O bis 9. Als weitere Symbole werden die ersten
grofen Buchstaben unseres Alphabets, die Buchstaben A, B, C, D, E
und F54, verwendet. Die dezimale Zahl 16, muss dann als 10,6 darge-
stellt werden, die dezimale Zahl 17, folglich als 116 usw.. Die Zif-
fernfolge 6, C, 8 und B>’ , also 6C8B ¢, hat folgenden Wert im Dezi-
malsystem:

6C8B,,=6-16"+12-16> +8-16' +11-16"
=6-4096+12-256+8-16+11-1
=24576+3072+128 +11
=27787,,

Welche Ziffern werden in einem Stellenwertsystem zur Basis 60, dem
Sexagesimalsystem, genutzt? Man konnte sich heute als erste Ziffern
die O bis 9 denken, weiter die grolen Buchstaben unseres Alphabets,
also weitere 26 Ziffern. Der Rest der benétigten Ziffern konnten die
24 kleinen Buchstaben unseres Alphabets sein, ohne y und 2°°. Denk-
bar sind natiirlich auch ganz neu ausgedachte Ziffernzeichen. Der
Phantasie sind hier keine Grenzen gesetzt. Aber, in jedem Fall muss
man sich 60 verschiedene Ziffern merken, um in einem 60er-

>4 »Seit Mitte der 1950er Jahre werden zur Darstellung der sechs zusétzlichen Zif-
fern die Buchstaben A bis F oder a bis f als Zahlzeichen verwendet. Dies geht auf
die damalige Praxis der IBM-Informatiker zuriick” (in: www.wikipedia.de).

% Fiir Zahlen im Hexadezimalsystem sind keine eigenstindigen Namen gebriuch-
lich. Hexadezimalzahlen werden daher Ziffer fiir Ziffer von links nach rechts gele-
sen.

°% Zu bedenken ist die Verwechselungsgefahr des groBen Buchstabens ,,0% sowie

des kleinen Buchstabens ,,0° mit der Null.
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Stellenwertsystem rechnen zu konnen. Im alten Babylonien hat man

sich aus der Affdre gezogen, indem die Symbole fiir 1-59 aus Winkel-

keilen mit dem Wert 10 und Vertikalpfeilen mit dem Wert 1 additiv
CL zusammengesetzt wurden. Dadurch, dass sich alle Keile beriihrten,
waren sie als ein Symbol zu erkennen. Fiir die Null wurden zwei
"Winkelkeile nicht verbunden iibereinander gesetzt’’.

OrientierungUebung
Stellenwertsysteme

2.2 Umwandlung von Zahlen zwischen verschie-
denen Stellenwertsystemen

Was bedeutet die Ziffernfolge 2, 0 und 7 in verschiedenen Stellen-
wertsystemen? Da die Ziffer 7 vorkommt, kann eine Betrachtung erst
ab einem Stellenwertsystem zur Basis 8 erfolgen. Stellenwertsysteme
mit kleinerer Basis konnen nicht iiber diese Ziffer verfiigen. Hier Bei-
spiele der Umrechnung von Stellenwertsystemen zu unterschiedlichen
Basen ins Dezimalsystem:

A 207,=2-8"+0-8'+7-8°=2-64+0-8+7-1=71,
207,=2-9"+0-9'+7-9°=2-81+0-9+7-1=169,,

207, =2-117+0-11'+7-11° =2-121+0-11+7-1= 249,

207, =2-12°+0-12' +7-12° =2-144+0-12+7-1=295
207,,=2-16°+0-16' +7-16" =2-256+0-16+7-1=519,,
207,,=2-25"+0-25'+7-25"=2-625+0-25+7-1=1257,,
207,,=2-60>+0-60'+7-60° =2-3600+0-60+7-1=7207,,

UmrechnungDidak-
tikNach10

Bei der Umrechnung vom Dual- in das Dezimalsystem geht man ent-
sprechend vor wie oben beschrieben. Beispiel:

x Fragestellung: 10101100, =?,,

10101100, =1-2"+0-2°+1-2° +0-2* +1-2° +1-2°+0-2' +0-2°
=1-128+0-64+1-32+0-16+1-8+1-4+0-2+0-1
=172,

Losung: 10101100, = 17249

Umrechnung2Nachl10

Zur Umrechnung zwischen verschiedenen Stellenwertsystemen58 gibt
es zwei mathematische Algorithmen, den ,,Ausschopfungsalgorith-
mus*, sowie den der ,,Umrechnung durch fortgesetztes Teilen*”. Bei
der Umrechnung zwischen zwei Stellenwertsystemen, bei denen kei-

°7 Siehe dazu: Kapitel 1.1.2 Babylonier

** Die von Excel genutzten Umrechnungsalgorithmen findet man hier (Stand: Sep-
tember 2009): http://www .excelformeln.de/formeln.html?gruppe=18

% auch Divisionsmethode
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nes zur Basis 10 ist, empfiehlt es sich das uns gebriduchliche Dezimal-
system stets als Zwischenschritt der Umrechnung zu verwenden.

Das Prinzip des Ausschopfungsalgorithmus ist das schrittweise Teilen
durch die hochst mogliche Potenz zur Basis des Zielstellenwertsys-
tems. Wie wird dieser Algorithmus durchgefiihrt? Ein Beispiel, soll
die dezimale 207;yp in das Dualsystem umgerechnet werden, dann
sucht man sich als ersten Divisor® die hochst mogliche Potenz von 2,
die ganzzahlig in den Dividenden 207 passt. Es ist 2" = 128. Der Al-
gorithmus ist beendet, wenn als letzte Rechenoperation mit der Basis
und dem Exponenten Null® dividiert wurde. Die Zahl im Dualsystem
setzt sich nun aus den einzelnen Quotienten der Iterationen zusammen
und baut sich von oben nach unten auf. Das Ergebnis lautet folglich
110011115.

Fragestellung: 2079 = 2>

1. Iteration: 207 :27 =207 : 128 = 1 Rest 79
2.Tteration: 79 :2°= 79 :64 =1 Rest 15
3. Iteration: 15 :2°= 15 :32 0 Rest 15
4. Tteration: 15 :2*= 15 : 16 0 Rest 15
5. Iteration: 15 :2°= 15 : 8 =1 Rest 7
6. Iteration: 7 :22= 7 :4 =1 Rest 3
7. Iteration: 3:2'= 3:2 =1 Rest 1
8. Iteration: 1 :2°= 1 :1 =1 Rest O

Losung: 207,90 = 11001111,

Ein mathematisches Problem stellt hier die Darstellung mit ,,Rest*
dar®. - Als weiteres Beispiel soll die dezimale 308y in das Stellen-
wertsystem zur Basis 7 umgerechnet werden. Der erste Divisor ist die
hochst mogliche Potenz von 7, die ganzzahlig in den Dividenden 308
passt. Der Algorithmus ist wiederum beendet, wenn als letzte Division
7° ausgefiihrt wurde. Die Zahl im 7er-Stellenwertsystem baut sich
wiederum aus den Quotienten der Iterationen von oben nach unten
auf. Das Ergebnis lautet folglich 620;.

Fragestellung: 3089 = 27

1. Iteration: 308 : 7> =308 : 49 6 Rest 14
2.lteration: 14 :7' = 14 : 7 = 2 Rest 0
3. Iteration: 0:7° 0 Rest O
Losung: 308;¢ = 620,

|
=
—
Il

% Zur Terminologie: ,,Dividend geteilt durch den Divisor ist gleich der Quotient.*
oder: ,,Dividend : Divisor = Quotient*

61 50

%2 Die Problematik wird bei der noch folgenden ,,Umrechnung durch fortgesetztes
Teilen® niher erldutert.
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Bei dem Algorithmus der ,,Umrechnung durch fortgesetztes Teilen*® ,

ist das Prinzip die fortgesetzte Division durch die Basis des anderen
Zielstellenwertsystems. Betrachtet wird hier der jeweilige Rest der

[OForzeserziesTellenDiyision. Es ist als Multiplikation darzustellen, da eine Divisionsdar-

stellung nicht eindeutig ist. Ein Beispiel, das Ergebnis ,,2 Rest 5 ist
nicht gleich ,,2 Rest 5, denn es kann unterschiedlich zustande ge-
kommen sein. Z.B. als Ergebnis der Aufgaben 19 : 7 oder 17 : 6. Es
gilt folglich: a=¢-g+r mit a,g,q,re N,

Wie wird dieser Algorithmus praktisch durchgefiihrt? Ein Beispiel:
Soll die dezimale 207 in das Dualsystem umgerechnet werden, dann
wird der Dividend 207 durch den Divisor 2 dividiert®. Der Quotient
der Rechnung wird ganzzahlig und mit seinem Rest aufgeschrieben.
Der Quotient der ersten Iteration ist der Dividend bei der zweiten Ite-
ration. Der Divisor ist stets die Zahl 2. Wieder wird der Quotient der
Rechnung ganzzahlig und mit seinem Rest aufgeschrieben usw. Bei
diesem Algorithmus kommt dem Rest eine entscheidende Bedeutung
zu. Der Algorithmus ist beendet, wenn ein Faktor Null wird (Abb. 2.2:
Umrechnung ins Dualsystem). Das Ergebnis, die Zahl im Dualsystem,
ergibt sich von unten nach oben gelesen®. Es lautet folglich
110011115.

Zahl im Dezimalsystem: im Dualsystem:
207 11001111
Iteration

1 = 1083 - 2 + 1

2 103 = 51 2 + 1

3 51= 25 2 + 1

4 25= 12 2 + 1

5 2= 6 -2 + 0

6 6= 3 -2 + 0

7 3= 1 « 2 + 1

8 1= 0 «2 + 1

Abbildung 2.2: Umrechnung ins Dualsystem

%3 auch Divisionsmethode

% ¢ = Basis des g-adischen Stellenwertsystems, r = Divisionsrest

% Da die Division in der Zahlentheorie iiber die Multiplikation hergeleitet wird, ist
die Rechnung als Multiplikation dargestellt.

% Es ist damit anders zu handhaben als beim ,,Ausschdpfungsalgorithmus*.
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Ein weiteres Beispiel: Soll die dezimale 2070 in das Ser-
Stellenwertsystem umgerechnet werden, dann wird der Dividend 207
durch den Divisor 5 dividiert. Der Quotient der Rechnung wird wie-
derum ganzzahlig und mit seinem Rest aufgeschrieben. Der Quotient
der ersten Iteration ist der Dividend der zweiten Iteration. Der Divisor
ist stets die Zahl 5. Wieder wird der Quotient der Rechnung ganzzah-
lig und mit seinem Rest aufgeschrieben usw. Der Rest ergibt von un-
ten nach oben gelesen die Zahl im Ser-Stellenwertsystem. Das Ergeb-
nis der Umrechnung ist die 13125 (Abb. 2.3: Umrechnung ins Ser-
Stellenwertsystem).

Zahl im Dezimalsystem: im Ser-Stellenwertsystem:
207 1 3 1
Iteration
1 M: 41 5 + 2
2 41=8 - 5 + 1
3 8= 1 5 + 3
4 1i=0 - 5 + 1

Abbildung 2.3: Umrechnung ins 5er-Stellenwertsystem

Bei der Umrechnung von Zahlen zwischen g-adischen Stellenwertsys-
temen, deren Grundzahl (g) mit der gleichen Basis darzustellen ist,
ergibt sich ein besonderer mathematischer Zusammenhang. Er sei am
Beispiel von vier g-adischen Stellenwertsystemen exemplarisch dar-
gestellt, wo gilt g = 2" mit ke {1,2,3,4} (Abb. 2.4: Stellenwertsysteme

zur Basis 2). Es handelt sich hier um die Stellenwertsysteme:

2! = Stellenwertsystem zur Basis 2 => Dualsystem

2% = Stellenwertsystem zur Basis 4 => 4er-Stellenwertsystem
2* = Stellenwertsystem zur Basis 8 => Oktalsystem®’

2% = Stellenwertsystem zur Basis 16 => Hexadezimalsystem

%7 Das Oktalsystem fand friiher in der Informatik eine Anwendung.
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Es gilt folgender grundsitzlicher Zusammenhang:

Zahldarstellung

2' 2 2° 2 10’
2er 4er 8er 16er 10er
dual | 4er | oktal hexadezimal dezimal

0 0 0 0 0

1 1 1 1 1

10 2 2 2 2

11 3 3 3 3
100 10 4 4 4
101 11 5 5 5
110 12 6 6 6
111 13 7 7 7
1000 | 20 10 8 8
1001 | 21 11 9 9
1010 | 22 12 A 10
1011 | 23 13 B 11
1100 | 30 14 C 12
1101 | 31 15 D 13
1110 | 32 16 E 14
1111 | 33 17 F 15

Abbildung 2 .4: Stellenwertsysteme zur Basis 2

Die Umwandlung einer bindren Zahl in das 4er-Stellenwertsystem sei
als erstes beispielhaft dargestellt. Die bindre Zahl wird zuerst von
rechts nach links in eine bindre Ziffernfolge mit zwei Ziffern einge-
teilt, denn der Exponent des Zielstellenwertsystems ist 2, da 4 = 22,
Nun werden die Partner zu den Zweiergruppen aus dem Dual- dem
4er-Stellenwertsystem eineindeutig zugeordnet (Abb. 2.5: Zahlum-
wandlung zur Basis 2). Ein Beispiel:

Fragestellung: 11011110, =24

1. Schritt: 11011110,=11-01-11-10,
2. Schritt: 11011110, = 3-1-3-24
Losung: 11011110, = 31324

Die Umrechnung vom 4er-Stellenwertsystem in das Dualsystem ist
adaquat vorzunehmen. Hier werden bei Bedarf Nullen voran gestellt.
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Zahldarstellung | Zahldarstellung | Zahldarstellung
2' 2 2' 2° 2' 2
2er 4er 2er 8er 2er 16er
dual der dual oktal dual | hexadezimal

00 0 000 0 0000 0
01 1 001 1 0001 1
10 2 010 2 0010 2
11 3 011 3 0011 3
100 4 0100 4

101 5 0101 5

110 6 0110 6

111 7 0111 7

1000 8

1001 9

1010 A

1011 B

1100 C

1101 D

1110 E

1111 F

Abbildung 2.5: Zahlumwandlung zur Basis 2

Bei der Umwandlung einer biniren Zahl in das Oktalsystem wird die
bindre Zahl in einem ersten Rechenschritt von rechts nach links in
eine bindre Ziffernfolge mit drei Ziffern eingeteilt68. Nun werden die
Partner zu den Dreiergruppen aus dem Dual- dem Oktalsystem ein-
eindeutig zugeordnet (Abb. 2.5: Zahlumwandlung zur Basis 2)*. Ein
Beispiel:

Fragestellung: 1111001101, = 25

1. Schritt: 1111001101,=001-111-001-101,
2. Schritt: 1111001101, =1-7-1-55

Losung: 1111001101, =1715¢

Soll man zwischen zwei Stellenwertsystemen zur gleichen Basis (g)
umgerechnet werden, wobei keines den Exponenten 1 hat, so ist der
erste Rechenschritt stets die Umwandlung in das Stellenwertsystem
mit dieser Basis sowie dem Exponenten 1, also g'. Ausgehend von
dem b'er-Stellenwertsystem kann die Zahl im zweiten Schritt in ein
anderes Stellenwertsystem dieser Basis komfortabel umrechnet wer-
den.

% Der Grund liegt in dem mathematischen Zusammenhang von 8 = 2°.
% Die Umrechnung vom Oktal- in das Dualsystem ist adiquat vorzunechmen. Hier

werden bei Bedarf Nullen voran gestellt.
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Als Beispiel sei die Umwandlung einer Zahl des Oktalsystems70 in
eine hexadezimale Zahl dargestellt. Die Oktalzahl wird als erstes von
rechts nach links in eine bindre Ziffernfolge mit jeweils drei Ziffern
umgewandelt (Abb. 2.4: Stellenwertsysteme zur Basis 2)'. Hier wer-
den bei Bedarf Nullen voran gestellt, so dass 3er-Zahlengruppen ent-
stehen. Als nédchstes werden die bindren Ziffernfolgen neu, und zwar
in Vierergruppen von rechts nach links, eingeteilt72. Nun werden die
Partner zu den Vierergruppen aus dem Dual- dem Hexadezimalsystem
eineindeutig zugeordnet (Abb. 2.5: Zahlumwandlung zur Basis 2). Ein
Beispiel:

Fragestellung: 461765 = 246
1. Schritt: 461765 =

45 = 100,
6= 110,
Ig= 001,
Tg3= 111,
65= 110,

2. Schritt: 461765 = 100-110-001-111-110,
3. Schritt: 461763 =0100-1100-0111-1110,
4. Schritt: 461765 = 4-C-7-E ¢

Losung: 461763 =4CT7E ¢

" Das Oktalsystem fand friiher in der Informatik eine Anwendung.
! Der Grund liegt in dem mathematischen Zusammenhang von 8 = 2°.

" Der Grund liegt in dem mathematischen Zusammenhang von 16 = 2°.
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3 Rechenoperationen in Stellenwertsyste-
men

Das Rechnen im 10er-System haben wir automatisiert. Wenn wir
schriftliche Rechenverfahren anwenden sind uns die zu Gunde liegen-
den Algorithmen oft nicht mehr bewusst. Um in anderen Stellenwert-
systemen zu rechnen ist es notwendig sich den mathematischen Hin-
tergrund der einzelnen Rechenschritte wieder ins Gedéchtnis zu rufen.
Was sind Rechenvorteile im 10er-System und warum? Wie lassen sie
sich auf ein anderes System iibertragen?

3.1 Addition
3.1.1 Addition im 10er-System

Sehue Fiir einen iiberschaubaren Zahlenraum (das kleine 1+1) gilt, dass zah-
lenmifBig begrenzte Additionsaufgaben so lange geiibt werden, bis die
Ergebnisse auswendig wiedergegeben werden konnen. Dabei sind
Info solche Aufgaben wichtiger als andere, die dazu dienen andere Aufga-
ben schneller zu 16sen (z.B. Ergéinzen zu 10, Verdoppeln).

RechnenlnfoAddi-
tionl

"

RechnenUebungAddi-
tion
Abbildung 3.1: 121 Aufgaben des kleinen 1+1 !

Sehue Wird der Zahlenraum erweitert und die Anzahl der (Additions-) Auf-
gaben zu gro3 um sie auswendig zu lernen, setzen die halbschriftli-
chen und schriftlichen Rechenverfahren ein. In Stellenwertsystemen

Pep wird stellenweise addiert und gebiindelt (ein Ubertrag gebildet).

RechnenlnfoAdditi-
on2

! aus: Das Zahlenbuch 1, Riickseite, Klett-Verlag
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3.1.2 Addition in anderen Stellenwertsystemen

Das Rechnen in anderen Stellenwertsystemen versetzt uns in die Lage
unserer Schiiler. Schon das Zihlen geht uns nicht so leicht von der
Hand und die Verkniipfungstabellen sind uns nicht geldufig.

Wir addieren z.B. im 4er-System 1324 + 2124, wie folgt stellenweise
von rechts nach links mit Hilfe der 1 + 1-Tabelle:

2+2=10 schreibe 0 an die
Position 4!
tibertrage 1 an +@4) 0 1 2 3
die Position 4°

34+ 1+1=11 schreibe 1 an die 0 0 1 o) 3
Position 4!
tibertrage 1 an
die Position 4°

1+2+1=10 schreibe 0 an die

Position 4° 2 2 3 10 11

tibertrage 1 an

die Position 4’ 3 3 110 | 11 | 12
0+1 schreibe 1 an die

Position 4°

43 4? 4! 4°

1 3 2

+ 2 1 2
1 1 1

1 0 1 0

Das Ergebnis ist 10104y = 68(10).

3.2 Subtraktion

Subtraktionsaufgaben werden schriftlich durch Abziehen oder durch
Ergénzen gelost. Dabei gibt es die Verfahren des Erweiterns und des
Entbiindelns, so dass eine Subtraktionsaufgabe auf viererlei Art gelost
werden kann (Niheres nebenstehend unter ,,Info*).

3.2.1 Subtraktion im Dezimalsystem

Bedient man sich bei der Subtraktion des Ergidnzungsverfahrens, so ist
das Vorgehen im Prinzip dasselbe wie bei der Addition. Es wird stel-
lenweise von rechts nach links ergénzt, in diesem Fall mit Entbiindeln
(analog zum Biindeln bei der Addition).
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Beispiel: 543 — 128

10° 10! 10°
3 13

5 A4 3
] 1 2 8
4 1 5

Gesprochen wird folgendermalen:

,»8 plus wie viel ist 3, geht nicht, ein Zehner in zehn Einer tauschen,
dann habe ich 13 Einer und nur noch drei Zehner. 8 + 5ist 13,2 + 1
ist 3,1 + 4 ist 5. Das Ergebnis ist 415.%

Um das Ergénzungsverfahren sicher und schnell anzuwenden, ist das
Beherrschen des kleinen 1 + 1 Voraussetzung. Dies erfahren wir,
wenn wir in anderen Stellenwertsystemen subtrahieren.

3.2.2 Subtraktion in anderen Stellenwertsystemen

Wir subtrahieren wieder durch Ergéinzen mit Entbiindeln, diesmal aber
im 4er-System. Die Aufgabe lautet 10104y — 2124, (Kontrollaufgabe
zu Aufgabe aus 1.1.2).

43 4? 4! 4°
3 10
0 1w Py 10
A 0 A 4
- 2 1 2
1 3 2

Die Rechenschritte im Einzelnen von rechts nach links:

2+__ =0 keine Losung im Bereich N, also Entbiindeln eines
Elementes des ndchst hoheren Stellenwertes

2+ 2 =10 schreibe 2 an Position 4°

I1+__= 0 keine Losung im Bereich N, Entbiindeln des nichst
hoheren Stellenwertes nicht moglich, da kein Element
vorhanden, also Entbiindeln von 1 - 4%in 10 - 42, davon
len 4%er entbiindeln in 10 - 4', es bleiben 3 - 47 ibrig.

I+ 3=10 schreibe 3 an Position 4'

2+ 1= 3  schreibe 1 an Position 4°

Das Ergebnis ist wie erwartet 1324).

An diesem Beispiel wird ein Nachteil des Entbiindelns deutlich: Bei
mehreren O-Stellen des Minuenden muss fiir einen Rechenschritt
mehrfach entbiindelt werden.
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3.3 Multiplikation

Die Multiplikation wird aus dem Alltag hergeleitet als fortgesetzte
Addition. (Ich wiirfle fiinfmal eine sechs. Ich gehe dreimal in den Kel-
ler und bringe jedes Mal 4 Flaschen Bier mit.) Werden die Zahlen
grofer wird stellenweise halbschriftlich multipliziert
(4-387=4-300+4-80+4-7). Fiir die schriftliche Multiplikation
braucht man das kleine 1 x 1 des jeweiligen Stellenwertsystems und
muss es sicher beherrschen um schnell zu einem Ergebnis zu kom-
men.

3.3.1 Multiplikation im Dezimalsystem

Bei der schriftlichen Multiplikation wird stellenweise multipliziert, die
Ubertriige werden behalten oder iiber dem jeweiligen Stellenwert des
Multiplikanden notiert.

Beispiel:
H| Z | E Z | E
1 2
1 3
312 |7 5| 4
1 |6 315
1 | 3]0 8
1 | 71658

3.3.2 Multiplikation in anderen Stellenwertsystemen

In anderen Stellenwertsystemen ist uns das kleine 1 x 1 nicht so geldu-
fig, entsprechend schwierig gestaltet sich die schriftliche Multiplikation.

Beispiel aus dem Ser-System: 1235« 2345
Um diese Aufgabe zu 16sen brauchen wir die 1 x 1 — Tabelle des Ser-
Systems.

w0 1] 23] 4]0
olo|o|lo]o 0 1 2135 -2 345
1]lol| 1] 2]3 10 301

2o 24 |11]13]2 4124
3o |3 1114|2230 110

4 o] 4 13]2]31 |4 404042
0] 0| 10]20]30] 40 100
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Zur Kontrolle rechnen wir die gleiche Aufgabe im Dezimalsystem:

318 laoy) = 1619 o
2 8
4
2 212 o 262210y = 404425,

3.4 Division

Das Divisionsverfahren ist am besten geeignet mogliche Schwierig-
keiten der Schiiler vor Augen zu fiihren, da der Divisionsalgorithmus
aufwindiger ist, als die der vorangegangenen drei Rechenverfahren
und eine sicheres Subtrahieren und Multiplizieren voraussetzt.

3.4.1 Division im Dezimalsystem

Wir beschrinken uns hier auf Aufgaben mit einstelligem Divisor ohne
Rest. Um zu verdeutlichen welche gedanklichen Schritte der Reihe
nach vollzogen werden miissen, im Folgenden eine ausfiihrliche Do-
kumentation einer Divisionsaufgabe:

40584 :8 Gesprochen/gedacht wird:

4 4 ZT konnen nicht an 8 verteilt werden.
40 5 4+ 10000 + 0+ 1000 sind 40 - 1000
40 Tausender verteilt an 8 sind 5 Tausender,
nichts bleibt iibrig.
5 0 5 H konnen nicht an 8 verteilt werden, schreibe
0, 5 Hunderter bleiben {ibrig.
58 7 5100+ 8- 10 sind 58 - 10,
58 Zehner verteilt an 8 sind 7, 2 Zehner bleiben
tibrig.
24 3 2 Zehner + 4 Einer sind 24 Einer,
24 Einer verteilt an 8 sind 3.

Natiirlich laufen diese Zwischenrechnungen bei geiibten Rechnern
sehr schnell und nicht mehr bewusst ab, so dass diese das Ergebnis
sozusagen ,,ablesen konnen.
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3.4.2 Division in anderen Stellenwertsystemen

Deutlich werden die Zwischenschritte wenn man in einem anderen
Stellenwertsystem dividiert. Dividiert man z.B. im Ser-System durch 3
so braucht man die 3er-Reihe aus der Multiplikationstabelle des Ser-
Systems. AuBerdem sollten die Subtraktionsergebnisse der 1+1-
Tafel(s) geldufig sein. Rechnen Sie z.B. 13203s): 3

13203(5y: 3 =2401 aus der 1x1-Tabelle entnehmen Sie, dass
13=2-3+2
2:3=11,13-11=2

22 :3=4,4-3=22,kein Rest
0:3=0

3:3=1

Zur Sicherheit die Probe: 24015, - 3 = 13203.
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4 Teilbarkeitsregein

Eine Zahl ist genau dann durch 9 teilbar, wenn auch ihre Quersumme
durch 9 teilbar ist. Jeder hat diese und weitere Teilbarkeitsregeln in
der Schule gelernt. In diesem Kapitel wollen wir darstellen, dass es fiir
alle aus der Schule bekannten Teilbarkeitsregeln eine gemeinsame
Betrachtungsweise gibt. Wir werden dies am Beispiel der Zahlen 9,
11,7 und 4 untersuchen. Am Ende des Kapitels werden wir der Frage
nachgehen, ob sich Teilbarkeitsregeln aus dem Zehnersystem auf an-
dere Systeme iibertragen lassen.

4.1 Definition der Kongruenz

Eine Aufgabe an der Zahlengeraden

Abb. 4.1: Ausschnitt aus der Zahlengeraden

Wenn man den obigen Ausschnitt aus der Zahlengeraden nach beiden
Seiten unbegrenzt fortsetzt, dann kann man die roten Zahlen so be-
schreiben:

Eine ganze Zahl a ist genau dann rot,

— wenn sie durch 3 teilbar ist.

— wenn beim Teilen durch 3 der Rest O bleibt.

— wenn sie ein Vielfaches von 3 ist.

— wenn sie sich in der Form 3-s mit s € Z schreiben ldsst. (%)
— wenn es eine ganze Zahl s mit a =s-3 gibt.

Wegen (x) wird die Menge aller roten Zahlen mit 37 bezeichnet.

1. Beschreiben Sie die blauen Zahlen.
2. Beweisen Sie: Die Summe zweier blauer Zahlen ist griin.
Die Differenz zweier blauer Zahlen ist rot.

Satz

Fiir zwei ganze Zahlen a und b und eine natiirliche Zahl m sind fol-
gende Aussagen gleichwertig:

(i) a und b haben beziiglich m denselben Rest.

(i1) m ist Teiler der Differenz aus a und b.

Beweis

1) = (i)

Wenn a beziiglich m den Rest r hat, dann unterscheidet sich a von
einem passenden Vielfachen von m gerade um diese Zahl r. Es gibt
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also eine ganze Zahl s mit a =s-m+r . Entsprechend gibt es zu b eine
ganze Zahl t mit b=¢t-m+r .Esfolgt: a—-b=(s-m+r)—(t-m+r)
=s-m+r—t-m—r
=s-m—t-m
=(s—1t)-m
Also ist a—b ein Vielfaches von m. Mit anderen Worten: m ist ein
Teiler von a—b.
(i) = (@)
Wenn m ein Teiler von a—»b ist, dann ist a —b ein Vielfaches von m.
Es gibt also eine ganze Zahl s mit a —b = s-m . Hat nun a beziiglich m
den Rest r, dann ldsst sich a schreiben als a =¢-m+r mit einer pas-
senden ganzen Zahl t. Es folgt: b=a—a+b

=a—(a->b)
=(-m+r)—s-m
=t-m—s-m+r
=(t—s)-m+r

Also hat auch b beziiglich m den Rest r. |

Definition

Zwei ganze Zahlen a und b heillen kongruent beziiglich einer natiirli-
chen Zahl m, wenn a und b beim Teilen durch m denselben Rest ha-
ben.

Diese Definition geht auf Carl Friedrich Gauss zuriick.”” Er nennt die
natiirliche Zahl m in diesem Zusammenhang den Modul”* und schreibt
die Kongruenz von a und b nach dem Modul m in der Form
a =b (mod.m) . Den Punkt ldsst man heute weg. a =b (mod m) wird
gesprochen "a kongruent b nach dem Modul m", "a kongruent b mo-
dulo m" oder auch "a kongruent b in Bezug auf m". Ist aus dem Zu-
sammenhang klar, welcher Modul der Kongruenz zu Grunde liegt, so
schreibt man einfach a=b.

Beispiele

12=37 (mod 5); denn 12 und 37 haben beziiglich 5 denselben Rest 2;
denn 12:5=2 Rest 2 und 37:5=7 Rest 2.

12=37 (mod 5); denn 5112—-37 ;denn 12-37=-25.

—5=22 (mod 3); denn —5 und 22 haben beziiglich 3 denselben Rest 1;
denn —-5=(-2)-3+1 und 22=7-3+1.

—-5=22(mod 3); denn 31-5-22;denn -5-22=-27.

Carl Friedrich Gauss' Untersuchungen iiber hohere Arithmetik
(Disquisitiones arithmeticae ...) Deutsch von H. Maser, Berlin 1889, 1. Abschnitt
™ modulus (lat) - MaB
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Aus der Definition lisst sich eine groBe Ahnlichkeit zwischen Gleich-
heitszeichen (=) und Kongruenzzeichen (=) ablesen.

Gleichheitszeichen Kongruenzzeichen

a=a a=a Reflexivitit
a=b=b=a asb=>b=a Symmetrie
a=bAab=c=a=c a=sbab=c=a=c Transitivitét

4.2 Rechnen mit Kongruenzen

Die Ahnlichkeit zwischen Gleichheit und Kongruenz weitet sich iiber
die obige Tabelle hinaus auf die Grundrechenarten aus. Beim Umfor-
men von Gleichungen verwenden wir bezogen auf die Grundrechenar-
ten die folgenden Aussagen.

— Zu beiden Seiten einer Gleichung kann man die gleiche Zahl
addieren.
Kurz: a=b = a+c=b+c

— Von beiden Seiten einer Gleichung kann man die gleiche Zahl
subtrahieren.
Kurz: a=b = a-c=b-c

— Beide Seiten einer Gleichung kann man mit der gleichen Zahl
multiplizieren.
Kurz: a=b = a-c=b-c

— Beide Seiten einer Gleichung kann man durch die gleiche Zahl
(#0) dividieren.
Kurz: a=b = a:c=b:c (c#0)

Abgesehen von der Division gelten fiir Kongruenzen genau die
gleichen Implikationen.

Satz
Es seien a, b, c und d ganze und m eine natiirliche Zahl. Ferner seien ¢
und d kongruent nach dem Modul m. Dann gelten:

— a=b(modm) = a+c=b+d (modm) (D)
Zu beiden Seiten einer Kongruenz kann man kongruente Zahlen
addieren.

— a=b(modm) = a-c=b-d (modm) 2)
Von beiden Seiten einer Kongruenz kann man kongruente Zahlen
subtrahieren.

— a=b(modm) = a-c=b-d (modm) 3)

Beide Seiten einer Kongruenz kann man mit kongruenten Zahlen
multiplizieren.
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Beweis
Wegen a =b (mod m) und ¢ =d (mod m) gibt es zwei ganze Zahlen s

und f mit a—b=s-m und c—d =t-m. Hiermit folgen

- (a+c)-(b+d)=(a-b)+(c—d)=s-m+t-m=(s+t)-m . Mithin
gilt a+c=b+d (mod m) .

- (a-¢o)—-(b-d)=(a-b)—(c—d)=s-m—t-m=(s—t)-m . Mithin
gilt a—c=b—-d (mod m).

- ac-bd=ac-b-c+b-c-b-d

=(a—-b)-c+b-(c—d)=s-m-c+b-t-m=(s-c+b-t)-m .

Mithin gilt a-c=b-d (mod m) . |

Es ist jetzt alles zusammengetragen, um einen einheitlichen Blick auf
die bekannten Teilbarkeitsregeln zu bekommen.

4.3 Teilbarkeitsregeln im Zehnersystem

Wir konnen zunichst die Teilbarkeitsregel fiir die Zahl 9 bestitigen.
Dazu listen wir die Reste der Zehnerpotenzen beziiglich 9 auf.

10° = 1 = 1(mod9)
100 = 10 = 1(mod9)
10° = 10'-10 = I-'1 = 1(mod9)

10° = 10°:10 = I-'1 = 1(mod9)

Fiir eine 4-stellige Zahl mit den Ziffern a, b, ¢ und d bedeutet dies

zunéchst
a-10°= a -1 (mod9) c-10' = ¢ -1 (mod9)
b-10°= b -1 (mod?9) d-10°= d -1 (mod9)
und weiter

abcd |,

= a-10° + b-10> + ¢-10" + d-10°
= [al+ bl + ¢c1 +d-1] (mod9)

und schlieBlich: Die Zahl abcd |, und die Summe ihrer jeweils mit 1
multiplizierten Ziffern a-1+b-1+c-1+d -1 sind kongruent nach dem

Modul 9. Da alle Zehnerpotenzen beziiglich 9 kongruent zu 1 sind,
gilt diese Aussage auch fiir Zahlen mit mehr als vier Ziffern. Die Zahl
(a,a, ---a, a,),, und die Summe a,-1+a,  -1+---+a,-1+a,-1 sind

n-1" n—1
also immer kongruent nach dem Modul 9. Hieraus folgt die bekannte
Teilbarkeitsregel fiir die Zahl 9: Eine Zahl ist genau dann durch 9

teilbar, wenn auch ihre Quersumme durch 9 teilbar ist.
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Eine ganz dhnliche Teilbarkeitsregel bekommt man auf dem gleichen
Wege fiir die Zahl 11. Die Reste der Zehnerpotenzen sehen hier so
aus:

10° = 1 = 1(mod11)
100 = 10 = —1(mod11)
10> = 1010 =(-1)-(-1) = 1(mod11)

10° = 10*-10 = 1-(=1) = —1(mod11)

Eine Zahl (a,---a,a,a, a,),, hat also die beziiglich 11 kongruente
Summe a,-(-1)"+--+a,-(-)+a,-1+a-(-1)+aq,-1. Wegen der
wechselnden Vorzeichen spricht man von der alternierenden

Quersumme. Mithin gilt: Eine Zahl ist genau dann durch 11 teilbar,
wenn auch ihre alternierende Quersumme durch 11 teilbar ist.

Als nichstes entwickeln wir eine Teilbarkeitsregel fiir die Zahl 7. Die
Reste der Zehnerpotenzen beziiglich 7 liefern uns wieder die Zahlen-

10° = 1 = 1(mod7) =1
100 = 10 = 3 (mod7) n= 3
10° = 10'-10 = 3.3 = 2(mod7) = 2
10° = 10*-10 = 23 = —1(mod?7) r= -1
10° = 10’10 = (=1)-3 = —3(mod?7) r,= -3
10° = 10*-10 = (-3)-3 = —2(mod7) r= -2
10° = 10°-10 = (-2)-3 = 1(mod7) r=r_.neN,n>6
folge r,,r,,r,,..., mit der wir gliedweise die Ziffernfolge a, ,q, ,a, ...

multiplizieren miissen, um die zur Zahl (a, a, ,---q, a,),, kongruente

Summe a,-r,+a,, -1, +--+a r,+a, r, zu bekommen. In dieser

n—1""n
Summe hat jede Ziffer a, durch den Faktor r, ihr eigenes "Gewicht".
Man spricht daher von der gewichteten Quersumme zur Zahlenfolge
Iy,1,1,,.... Hieraus ergibt sich folgende Teilbarkeitsregel fiir die

Zahl 7: Eine Zahl ist genau dann durch 7 teilbar, wenn auch ihre
gewichtete Quersumme zur Zahlenfolge 1,3,2,—1,-3,-2,... durch 7

teilbar ist.

Als letztes Beispiel nehmen wir die Zahl 4 und erhalten folgende Liste.

10° = 1 = 1(mod 4)
100 = 10 = 2(mod 4)
10° = 10410 = 2.2 = 0(mod4)

10° = 10*-10 0-2 0 (mod 4)
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Die zur Zahl (a,a, ,---a,a,),, kongruente gewichtete Quersumme
benotigt also nur die beiden Summanden a,-2 und a,-1. Das ergibt

folgende Teilbarkeitsregel fiir die Zahl 4: Eine Zahl ist genau dann
durch 4 teilbar, wenn auch die Summe aus der letzten Ziffer und dem
Doppelten der vorletzten Ziffer durch 4 teilbar ist.

Wenn wir aber die Liste der Zehnerpotenzen so schreiben

10° = 1 = 1(mod 4)
100 = 10 = 10 (mod 4)
10> = 10'-10 = 2-2 = 0(mod4)

10° = 10*-10 0-2 0 (mod 4)

und mithin das Gewicht der vorletzten Ziffer verandern, dann hat die
gewichtete Quersumme die Form a,-10+4,-1, und wir bekommen
die uns bekannte Teilbarkeitsregel fiir die Zahl 4: Eine Zahl ist genau
dann durch 4 Teilbar, wenn auch die Zahl aus ihren letzten beiden
Ziffern durch 4 teilbar ist.

4.4 Teilbarkeitsregeln in anderen Stellenwertsys-
temen

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, ob sich die Teilbarkeits-
regeln auf andere Stellenwertsysteme iibertragen lassen.

Wir beginnen mit der Quersummenregel fiir die Zahl 9. Dazu stellen
wir hier noch einmal heraus, was denn eigentlich die Ursache fiir ihr
Funktionieren im Zehnersystem darstellt.
Alles beruht auf der Kongruenz
10=1(mod9).
Hieraus folgt namlich
10°=10-10=1-10=10=1(mod 9)

10°=10"-10=1-10=10=1 (mod 9)

und allgemein 10" =1 (mod9) fiir alle ne N .
Es folgt
(aa, - aa),=a,-10"+a _ 10" +---+a 10"+ a,-10°

=a,-1+a, 1+---+a-1+aq,-1

n—1

=a,ta, +--+a +aq
=Q(a,a, - a,a,) (mod9).




