Reimund Albers Analytische Geometrie der Kongruenzabbildungen

cos2¢  sin2o 1 0 cos20 —sin2o ) ) o
. . = . berechnet. Die Ergebnismatrix ist eine
sin2c¢ —cos2¢ J\0 -1 sin2¢¢  cos2a

Drehmatrix (Vorzeichen beachten!) fiir den Drehwinkel 2.

Damit ist durch diese Rechnung gezeigt:

Die Spiegelung an zwei sich schneidende Spiegelachsen, die einen Winkel « einschliefen,
ist eine Drehung um den Schnittpunkt beider Geraden mit dem Drehwinkel 2¢r.

Verkniipfung von drei Spiegelungen

a) Gegeben sind drei Spiegelungsachsen a, b und c,

die sich in einem Punkt schneiden. | «a,bj=cr und Ax,
| xb,c|=B

Auch hier wéhlt man das Achsenkreuz giinstig,
indem man den Ursprung in den Schnittpunkt der drei c
Achsen legt und die x;-Achse auf die erste
Spiegelachse a. Dann schlieft die zweite
Spiegelachse b mit der x;-Achse einen Winkel o ein
und ¢ einen Winkel von o+ mit der x;-Achse.

Da alle drei Achsen durch den Ursprung laufen, kann
man sofort die Abbildungsgleichungen fiir alle drei
Spiegelungen hinschreiben: a

_ 1 0)\- .
x'= xX=A-x

" (005205 sin2a jﬂl _

X . x'=B-x'
sin20¢ —cos2o

_ [cosZ(a+ﬂ) sin2(a + fB) jﬁ —
X" ‘ "=C.x"
sin2(a+ ) —cos2(a+ f3)

Die Verkettung ist dann x"=C-B-A-x , €s kommt also darauf an, das Produkt der 3 Matrizen
zu bilden.

cos2or  sin2o 1 0 cos2a —sin2o )
A=| . =| (siehe oben), so dass noch berechnet
sin2c¢c —cos2a ) (0 -1 sin20¢  cos2«

werden muss:

cos2(a+ fB) sin2(o+ P) cos2a  —sin2o . ; .
C-(B-A)=| . 1 . Dieses Produkt auszufiihren ist
sin2(a+ ) —cos2(x+f)) | sin2a  cos2o
d, d
umfangreich, es wird in die einzelnen Komponenten der Ergebnismatrix D = ( ! 12] zerlegt.
21 22

d,, =cos2(a+ B)-cos2o+sin2(a+ f) - sin2a

Es ist hilfreich, das Ergebnis zu kennen, um bei der Umformung zielgerichtet vorzugehen. Die
Verkettung der drei Spiegelungen ergibt eine Spiegelung an einer Achse, die mit der x;-Achse
einen Winkel von f einschliefit. Im Ergebnis muss sich also ergeben:
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cos2f sin2f
sin2f3  —cos2f
von ¢ und [ auflosen muss, nicht aber die doppelten Winkel.
d,, =cosQa+2p)-cos2a+sin(2a+2f)- sin2a

=(cos20acos2f3—sin2asin2 f3) - cos 20+ (sin20ccos2 S+ cos2asin2 f) - sin 2

D=C-B-A= ( ) . Das signalisiert, dass man bei der Umformung die Summe

=cos2acos2fcos20—sin2asin2fcos20+sin20ccos 2 Bsin 20+ cos 2ocsin 2 Bsin 2¢

In der letzten Zeile heben sich der 2. und der 4. Summand auf, im 1. und 3. Summand kann man
cos 23 ausklammern:
d,, =(cos20cos20+sin20sin2¢r) - cos2 3

= 1 -cos2f
=cos2f

Die Rechnungen fiir die verbleibenden Komponenten d.,, d

12> %15
sind eine hervorragende Ubung fiir das Rechnen mit Winkelfunktionen.
Damit ist das Ergebnis gezeigt.

d,, verlaufen ganz analog und

Die Spiegelung an drei Geraden g;, g» und g3, die sich in einem Punkt schneiden und
Winkel der GréBe o = ‘{gl,gz‘bzw. B= ‘<):g2,g3‘ einschlieBen, lassen sich zu einer

Geradenspiegelung an einer Geraden gzusammenfassen. Dabei ist der Winkel zwischen g;
und g B.

Einschub: Die Spiegelung an einer Geraden, die

nicht durch den Ursprung verlauft AX a
In den folgenden beiden Abschnitten spielen
Spiegelungen eine Rolle, deren Achsen nicht durch den
Ursprung verlaufen. Daher soll als Einschub dieser Fall
zundchst betrachtet werden und eine allgemeingiiltige
Abbildungsgleichung dafiir hergeleitet werden. P
Es sei a eine Gerade, die durch den Punkt P(p;; p»)
verlauft und die mit der x;-Achse einen Winkel von o
einschlieft. Die Spiegelung an dieser Geraden lésst
sich durch folgende, mit ihrer Abbildungsgleichung >
bereits bekannten Abbildungen erzeugen: / X1
1. Verschiebung des Punktes P in den Ursprung. Der

Verschiebungsvektor ist also (_pl ]
—P

Die Abbildungsgleichung lautet: '=x + [_pl J
-p,
2. Spiegelung an der verschobenen Geraden, die nun durch den Ursprung geht.

cos2¢  sin2a | _,
X
sin2a  —cos2a

Diese Abbildungsgleichung lautet: x" =[

3. Zuriickverschiebung gegeniiber 1. also eine Verschiebung mit (1?1 j
P>



