Reimund Albers Analytische Geometrie der Kongruenzabbildungen
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Spiegelung an einer Geraden, die mit der x,-Achse den Winkel a einschlief3t

Die Spiegelung an einer Geraden, die durch den Ursprung O verlauft und mit der x,-Achse
den Winkel a einschlieft, ist gegeben durch x'=A- ;c, wobei die Abbildungsmatrix
(cos 2a  sin2a ) )

1st

sin2a  -cos2a

In der Euklidischen Geometrie hatten wir eine Verschiebung durch einen Verschiebungsvektor
beschrieben, der wiederum durch einen Anfangs- und Endpunkt gegeben war. In der
Koordinatenebene wird bei einer Verschiebung der Ursprung O nicht auf sich selbst abgebildet,
sondern in einen Bildpunkt O’# O verschoben. Nach dem Satz uiber die Verschiebung des

Ursprungs ist der Verschiebungsvektor d . Da eine Verschiebung um den Nullvektor die
Identitat ergibt, muss die Abbildungsmatrix die Einheitsmatrix sein.

Die Verschiebung um den Vektor d ist gegeben durch x'=A-x+d, wobei die

1 0
Abbildungsmatrix die Einheitsmatrix E = (0 1) ist.

Die Abbildungsgleichung der zentrischen Streckung

I

X2

Auch diese lasst sich mit dem Satz tiber das Aufstellen der
Abbildungsmatrix bestimmen, wenn das Streckzentrum der
Ursprung ist. Denn dann wird der Ursprung auf sich selbst
abgebildet.

Die Einheitsvektoren werden dann mit dem Faktor k
gestreckt/gestaucht, also

le;'—k und Z—O e;'—o
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Die zentrische Streckung mit dem Ursprung als Streckzentrum und dem Streckfaktor %,

_ - kK 0
k € R /{0}, ist gegeben durch x'= A-x, wobei die Abbildungsmatrix A = (O k) ist.

Verkettung von Abbildungen

Wir betrachten zwei Abbildungen, gegeben durch A und d bzw. B und ]7 Diese Abbildungen
sollen hintereinander ausgefuhrt werden. Also xX'=A-x+dund x"=B-x'+ ]7 .

Dann lautet die Verkettung der Abbildungen x"=B- (A X+ Zl) + ? =B-A-x+B-d+ ]7 . Dabei

werden die beiden Matrizen miteinander multipliziert. Das Matrizenprodukt ist folgendermallen
definiert: B- A = (bn blZ) ‘(an alZ) _ (bnau +bya,  bya,+ b12a22)

b, b, b,a,, +bya,  byay, +bya,,
Merkregel: Zeile mal Spalte

Bei der Multiplikation der Matrizen kommt es auf die Reihenfolge an, die Matrix der zweiten
Abbildung steht links neben der Matrix der ersten Abbildung.

G, Ay

Ubungsaufgabe: Die Verkettung einer Spiegelung mit sich selbst ist die Identitit, da
Spiegelungen involutorisch sind.

( cos2a  sin2a ) ( cos2a  sin2a )

sin2a0  —cos2a) L sin2a -cos2a

( cos’ 2a + sin’ 2a cos2a -sin2a - sin2a - cos2a ( 1 0)

Lsin 2a-cos2a —cos2a sin2a sin’ 2a + cos” 2a J “lo 1

Verknupfung von zwei Spiegelungen
Wenn die beiden Geraden, an denen gespiegelt werden soll, gegeben sind, wéahlt man das
Achsenkreuz moglichst guinstig.

a) Die Geraden verlaufen parallel A X3
Die x,-Achse wird in die erste Spiegelachse
gelegt. Die zweite Spiegelachse ist dann eine
zur x,-Achse parallele Gerade, die die x,-Achse 1. Achse 2. Achse
bei d schneidet.

Abbildungsgleichung fur die erste Spiegelung:

— (-1 0)-
x'= X
0 1

Herleitung der Abbildungsgleichung fur die
Spiegelung an der 2. Achse:

Fur jeden Punkt P und seinen Bildpunkt P’ gilt offensichtlich p,” = p,. Fur die erste
Koordinate gilt:d — p, = p,'- d , was aufgelost nach p,” ergibt: p,' = 2d — p, . Beide
Koordinatengleichungen liefern fur die Spiegelung an der 2. Achse die Abbildungsgleichung:

(ol 7

< d >

— (-1 0\~ [2d
x"= ( 0 1) X'+ ( 0 ) . Die Verkettung beider Abbildungen liefert :
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— (-1 0\ /-1 0\~ [2d 1 0\-. [2d L ) )
x"= . X+ = X+ was offensichtlich eine Verschiebung ist.
0 1)L0 1 0 0 1 0

Der Verschiebungsvektor hat die Lange von 2d, ist von der ersten zur zweiten Spiegelachse
orientiert und ist senkrecht zu beiden Achsen.

Damit ist durch diese Rechnung gezeigt:

Die Spiegelung an zwei parallelen Spiegelachsen, die den Abstand d haben, ist eine
Verschiebung mit einem Verschiebungsvektor, der die Lange 2d hat, von der ersten zur
zweiten Spiegelungsachse und senkrecht zu beiden Achsen verlauft.

b) Die Geraden schneiden einander A
Der Ursprung wird in den Schnittpunkt der beiden
Achsen gelegt und die x,-Achse auf die erste
Spiegelachse. Die zweite Spiegelachse ist dann eine
Ursprungsgerade, die mit der x,-Achse einen Winkel o

einschlieft.
Abbildungsgleichung fur die erste Spiegelung: 2. Achse
— (1 0\~
X = X
0 -1
Abbildungsgleichung fur die zweite Spiegelung: a 1. Achse

>

X = X

— cos2a  sin2a —
sin2a —cos2a

Die Verkettung beider Abbildungen wird durch das Matrizenprodukt
cos2a  sin2o ) ( 1 0 ) (cosZa —sin2a

0 -1
eine Drehmatrix (Vorzeichen beachten!) fur den Drehwinkel 2a.

. berechnet. Die Ergebnismatrix ist gerade
sin2a  cos2a

( sin2a  —cos2a

Damit ist durch diese Rechnung gezeigt:
Die Spiegelung an zwei sich schneidende Spiegelachsen, die einen Winkel a einschlieBen,
ist eine Drehung um den Schnittpunkt beider Geraden mit dem Drehwinkel 2a..

Verknupfung von drei Spiegelungen

an drei Achsen, die durch einen gemeinsamen Punkt
verlaufen. A
Auch hier wihlt man das Achsenkreuz guinstig, indem
man den Ursprung in den Schnittpunkt der drei Achsen
legt und die x,-Achse auf die erste Spiegelachse. Dann
schlieft die zweite Spiegelachse mit der x,-Achse einen
Winkel a ein und die dritte einen Winkel von o+f mit
der x,-Achse.

Da alle drei Achsen durch den Ursprung laufen, kann
man sofort die Abbildungsgleichungen fur alle drei
Spiegelungen hinschreiben:

. 1 0\~ -
x'=( )x=A-x 1.Achse
0 -1
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" xl=B.x|

_ cos2a sin2a \ — _
sin2a  —cos2a

—. (cos2(a+p) sin2(a+f)
( sin2(a + f3) -cos2(a+ p)

Die Verkettung ist dann X" = CoBeAex , es kommt also darauf an, das Produkt der 3 Matrizen zu

cos2a sin2a)(l 0) (cos2a —sin2a

0 -1 sin2a  cos2a
cos2(a+ ) sin2(a+f) cos2a -sin2a
sin2(a + ) —cos2(a + )

umfangreich, es wird in die einzelnen Komponenten der Ergebnismatrix D zerlegt.

d,, =cos2(a+ f8) cos2a+sin2(a+ f)-sin2a

Es ist hilfreich, das Ergebnis zu kennen, um bei der Umformung Ziel gerichtet vorzugehen. Die
Verkettung der drei Spiegelungen ergibt eine Spiegelung an einer Achse, die mit der x,-Achse
einen Winkel von 3 einschlieB3t. Im Ergebnis muss sich also ergeben:

cos2f -sin2p
sin2f3 cos2f
o und B auflosen muss, nicht aber die doppelten Winkel.
d,, =cosQa+2p)-cos2a+sin(2a+2f) sin2a

= (cos2acos2f —sin2asin2f)- cos2a + (sin2c.cos 2+ cos2asin2 ff) - sin2a

bilden. BeA=| .
sin2a —cos2a

) (siehe oben), so dass gilt:

Ce(B-A) = ( ) . Dieses Produkt auszufuhren ist

sin2a cos2a

D=C+B:A= ( ) . Das signalisiert, dass man bei der Umformung die Summe von

=cos2acos2fcos2a —sin2asin2fcos2a +sin2acos2fsin2a + cos2asin2 3sin 2a
In der letzten Zeile heben sich der 2. und der 4. Summand auf, im 1. und 3. Summand kann man
cos 23 ausklammern:
d,, =(cos2acos2a +sin2asin2a) - cos2f

= 1 -cos2f

=cos2p
Die Rechnungen fur die verbleibenden Komponenten d,,, d,,, d,, verlaufen ganz analog und
sind eine hervorragende Ubung fur das Rechnen mit Winkelfunktionen.
Damit ist das Ergebnis gezeigt.
Die Spiegelung an drei Geraden g;, g, und g, die sich in einem Punkt schneiden und

Winkel der Grofle a = ‘{gl,g2‘ bzw. 8= ‘<g2,g3‘ einschliefen, lassen sich zu einer

Geradenspiegelung an einer Geraden gzusammenfassen. Dabei ist der Winkel zwischen g,
und g £.




