Markus Stroppel Begegnungen mit Mathematik

5. Logik, eine Menge Formalismus,
und das Formen von Mengen

5.1. Grundlagen

Eine frithe (und fiir lange Zeit in der abendléndischen Philosophie prigende) Systemati-
sierung logischer Schlussweisen findet man bei Aristoteles (384-322 v. Chr.).

Zu den von Aristoteles formulierten, Grund legenden Sétzen gehoren:

Gesetz der Widerspruchsfreiheit: , A“ und ,nicht A“ kdonnen nicht beide wahr sein.

Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten (tertium non datur):
»,A“ oder  nicht A“ ist wahr.

Hierbei steht jeweils A fiir eine Aussage — was das genau ist, bedarf der Klarung (und
wird auch seit Aristoteles thematisiert).

In modernen Untersuchungen zur Logik werden auch Systeme betrachtet, in denen das
Gesetz vom ausgeschlossenen Dritten nicht gilt. Dazu lasst man weitere Wahrheitswerte
neben ,wahr® und ,nicht wahr“ zu.

Als ein ausgereiftes Beispiel einer solchen mehrwertigen Logik darf die mathematische
Wahrscheinlichkeitstheorie gelten.

Spétestens seit dem Auftreten von Paradoxien in der von Cantor (1845-1918) begriindeten
abstrakten Mengenlehre ist klar, dass man Regeln braucht, die die uferlose Bildung von
,Aussagen“ begrenzen. Dabei hat es sich als praktikabel erwiesen, Bildungsregeln aufzu-
stellen, die die Konstruktion gewisser Aussagen aus bereits zuléssig konstruierten erlauben.

Wir diskutieren damit nicht mehr, was eine einzelne Aussage ist, sondern wie man aus
gegebenen Aussagen neue bilden kann. Dabei ist man insbesondere daran interessiert, wie
man allein aus dem Wissen iiber das Bildungsgesetz und die ,, Wahrheitswerte“ der darin
eingehenden Aussagen auf die Wahrheit der zusammengesetzten Aussage schliefen kann.

Man formt zuerst aussagenlogische Ausdriicke, in die Aussagenvariablen eingehen. Durch
Belegung der Variablen erhélt man Aussagen.

Hinter diesem Umgang mit den so gebildeten Ausdriicken steht das FExtensionalitéts-
Prinzip:

Die Wahrheit einer Aussage (die durch Belegung der in ihr vorkommenden Variablen
entsteht) hidngt nur von der Belegung der Variablen ab.
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L. A B ‘ ,A und B¢
Beispiel: o w "
Der Ausdruck ,,A und B wird genau dann wahr, wenn
) w f f
sowohl A als auch B wahr sind. fow ¥
Wir konnen das in einer Wahrheitswert-Tabelle darstellen: Fof ¥

Nach dem Extensionalitdts-Prinzip kann man jeden aussagenlogischen Ausdruck als eine
Funktion auffassen, die den Wahrheitswerten der Variablen einen Wahrheitswert zuord-
net.

Die Wahrheitswert-Tabelle ist nichts anderes als die explizite Angabe dieser Zuordnung.

Beispiel: Belegt man die Aussagenvariable A mit der Aussage ,,4 ist eine gerade Zahl®
und B mit .4 ist kleiner als 3, so wird A A B mit ,,4 ist gerade und kleiner als 3* belegt.
Nur A liefert jetzt eine wahre Aussage, dagegen liefern B und A A B falsche Aussagen.
Dies entspricht der zweiten Zeile der Wahrheitswert-Tabelle.

Beispiel: Belegt man A mit der Aussage ,,die gesuchte Zahl ist gerade” und B mit ,die
gesuchte Zahl ist kleiner als 4“, so wird (unter der Grundannahme, dass wir nur unter
den natiirlichen Zahlen suchen), so liefert A A B eine Aussage, die 2 als die gesuchte Zahl
kennzeichnet.

Im zweiten Beispiel haben wir Aussagen vorliegen, in die noch eine , Individuen-Variable®
eingeht. Wir werden dies spéter wieder aufnehmen und noch etwas prézisieren. Im Moment
halten wir fest: Bei der gewihlten Belegung wird A wahr, wenn die gesuchte Zahl aus dem
Bereich 2,4,6,8,10,12,14, 16, . .. stammt, dagegen wird B dann wahr, wenn die gesuchte
Zahl eine der Zahlen 1,2, 3 ist. Die einzige Zahl, fiir die beide Aussagen (und damit die
Belegung von A A B) wahr werden, ist 2.

Man kann das auch so sehen: Wir haben Losungsmengen L4 = {2,4,6,8,10,12,14, 16, ...}
und Lp = {1,2,3} zum Schnitt gebracht. Der hier zu Grunde liegende Zusammenhang
zwischen L4 N Lg und La,p wird unten genauer thematisiert.

5.2. Konstruktion von Ausdriicken

Wir legen einige Verkniipfungen (Junktoren) von Ausdriicken als Grundkonstruktionen fiir
alles Weitere fest.

Nach dem Extensionalitéits-Prinzip tun wir das iiber Wahrheitswert-Tabellen:
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A B|ANB|AVB|A—B|A<B
Al -A wow w w w w
w| f w f| o f w f f
flw frw| f w w f
frf f w w
In Worten ausgedriickt:
-A heif3t die Negation von A
ANB bedeutet ,A und B“ (ein alter Bekannter)
AV B »A oder B“ (wobei nicht ausgeschlossen ist, dass beide wahr sind)
A— B ,A impliziert B* / jwenn A, dann auch B*
A~ B ,A und B sind dquivalent” / | A genau dann, wenn B
Jetzt konnen wir sagen, wie Ausdriicke konstruiert werden:
Die folgenden Zeichenreihen sind logische Ausdriicke:
e die Konstanten w und f.
e die Aussagenvariablen (A, B,C,D,E,F,G,...  po,p1,P2,---)

e sind X und Y Ausdriicke, so auch die Zeichenreihen

-X, (XAY), (XVY), (X=Y), (X<VY).

Wir haben damit eine sehr strenge Sprache festgelegt, mit sehr eingeschranktem Vokabu-
lar, und sehr restriktive Grammatik.

Es hat sich gezeigt, dass diese strenge Sprache hervorragend dazu geeignet ist, mathema-
tische Sachverhalte, Behauptungen und Beweisfithrungen klar und unmissverstindlich zu
kommunizieren. Das soll aber nicht heiflen, dass man Mathematik nur in einer solch re-
striktiven Sprache kommunizieren kénnte — wir versuchen (schon seit 51 Seiten) gerade
das Gegenteil.

Notwendig wird diese forale Sprache immer dann, wenn man merkt, dass man sich anders
nicht verstdndlich machen kann, weil die Alltagssprache auch in ihrer wissenschaftlichen
Verfeinerung nicht prézise genug ist.
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5.3. Aquivalenz logischer Ausdriicke

Zwei Ausdriicke X und Y heilen dquivalent (oder werteverlaufsgleich), wenn fiir jede si-
multane Belegung der in X und Y vorkommenden Aussagenvariablen beide Ausdriicke
denselben Wahrheitswert liefern.

Man schreibt X =Y.

Beispiele: Es seien A, B Variablen.

X=(A—-B)A(B— A)und Y = (A < B) sind &quivalent:

A B|A-B|B—-A|(A->B)A(B—A)||A~B
wow w w w w
w ff w S f
frw| w f f f
ff w w w w
(A— B)=(-AVB): A B‘_'A‘_'A\/BHAHB

w w| f w w

w f|f f S

f w| w w w

f flw w w

Man koénnte sich demnach einige der Junktoren sparen (und z.B. allein mit = und V
auskommen), aber A, — und < sind doch recht bequeme Abkiirzungen.

Wichtige Aquivalenzen (,,Rechengesetze®):

—|(—|X> = X,
XVX = X, XVY = YVX, =(XVY) = (-XA-Y),
XAX = X, XAY = YAX, =(XAY) = (=X V-Y).

Die Regeln von de Morgan:

XVYANZ)=(XANY)V(XANZ), XANYVZ)=(XVY)AN(XVZ)
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5.4. Das Prinzip des Widerspruchs-Beweises

Auch die folgende Aquivalenz lisst sich ganz leicht an Hand von Wahrheitswert-Tabellen
verifizieren:

(A — B) = (—|B — —|A)
Man kann auch so schlieflen:

(A= B) = (=AV B) = (BV =A) = (=(=B) V (=A)) = (=B — =A).

Fiir Beweise in der Mathematik ist diese unscheinbare Feststellung von grofler Wichtigkeit:

Statt zu beweisen, dass eine Aussage A eine andere Aussage B impliziert, kann man auch
annehmen, die Aussage B sei falsch, und daraus ableiten, dass auch A falsch sein muss.

Beispiel: Wir wollen zeigen: Jede Primzahl grofier 2 ist ungerade.

Formalisierung: Sei P(n) die Aussage ,n ist prim“ und sei U(n) die Aussage ,n ist
ungerade“, dann haben wir zu zeigen, dass fiir n > 2 die Aussage P(n) — U(n) wahr ist.
Statt dessen betrachten wir die Aussage —=U(n) — —P(n), also:

, Wenn n nicht ungerade ist, ist n keine Primzahl“. Dies heifit nichts Anderes als ,, Wenn
n durch 2 teilbar ist, ist n keine Primzahl“ — was fiir natiirliche Zahlen grofer als 2 eine
Banalitat ist.

5.5. Pradikative Ausdriicke

Fiir ernsthafte mathematische Aussagen sind unsere Ausdriicke noch viel zu schwach:

Wir sollten auch in der Lage sein, eine Aussage wie ,,Zu jeder Primzahl gibt es noch eine,
die wenigstens drei mal so grof3 ist* in diesem Rahmen zu fassen.

Dazu miissen wir einerseits iiber Mengen reden, iiber die Elemente dieser Mengen (Indivi-
duen), und iiber gewisse Relationen zwischen Individuen.

Fiir eine Menge M und ein Individuum 5 schreiben wir j € M, wenn j ein Element dieser
Menge ist, sonst schreiben wir =(j € M) oder kiirzer j ¢ M.

Um mit logischen Ausdriicken so hantieren zu kénnen, wie wir das in mathematischen
Erorterungen brauchen, lassen wir in den Ausdriicken jetzt auch Individuen-Konstanten
und Individuen-Variablen zu und erlauben die Bildung von Aussagen wie ,das Individuum
7 gehort zur Menge M“ oder ,,die Individuen x und y stehen in der Relation R zu einander*.
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Beispiele: Es sei P die Menge der Primzahlen.
Dann gilt 3 € P, und auch die Aussage (7 € P) A (9 ¢ P) ist wahr.

Zuléssige (aber nicht unbedingt wahre) Aussagen sind jetzt auch

4¢P oder (x > 15) A (32 < 200).

5.6. Quantoren

Was wir jetzt noch brauchen, ist eine Fassung der Quantoren ,es gibt (wenigstens ein)
Individuum derart, dass gilt ...“ sowie ,fir alle ... gilt ...«

Man schreibt 3 fiir den Existenz-Quantor:

Ip € P (p > 99999 999)

ist die Aussage

»es gibt eine Primzahl p derart, dass p grofler ist als 99 999 999
oder »es gibt eine Primzahl mit mehr als 8 Stellen*.

Man schreibt V fiir den All-Quantor:

Vp € P (p > 99999 999)

ist die Aussage

Hfiir jede Primzahl p gilt: p ist grofer als 99 999 999

oder yjede Primzahl hat mehr als 8 Stellen®.
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5.7. Mengen, Aussonderung von Teilmengen

Wir betreiben hier keine axiomatische Mengenlehre, sondern gehen ,naiv¢ vor (im Sinne
von HALMOS 1976). Wir denken uns Mengen als Zusammenfassungen von Individuen, die
Grund legende Beziehung ist die Element-Beziehung €.

Man kann Mengen einfach durch Aufzéhlung ihrer Elemente angeben:
{1,2,3,4,5,6}, {1,C,d, 198}, {1,2,3,4,5,6,7,...}, {3,5,7,...}

Bei den letzten beiden Beispielen wird ein Problem offenbar: Weifl man wirklich, welche
Elemente zur Menge gehoren? Es ist besser, aus einem gegebenen ,, Universum® die fragli-
chen Elemente durch eine Bedingung auszusondern:

Beispiele: Wir betrachten als ,,Universum® die Menge N der natiirlichen Zahlen, und
auferdem einen Ausdruck P(z), in dem eine Individuen-Variable x vorkommt.
Die Menge aller natiirlichen Zahlen z, fiir die P(z) wahr ist, schreiben wir als

{r eN| Px)}.
Konkreter:
Sei etwa P(x) die Aussage ,,x ist prim“, weiter sei G(z) die Aussage ,,x ist gerade®.
Dann kénnte mit der letzten der oben angegebenen Mengen gemeint sein
{r e N| ~G(x)}, aber auch {r eN| P(x)A(x>2)},
oder etwas ganz anderes ...

Extensionalitit: Zwei Mengen sind gleich, wenn sie dieselben Elemente haben.

Es gilt also (X=Y) o (VeeXzeY)ANVyeY(yeX))).

Diese Aussage léasst sich leichter handhaben, wenn wir sie in zwei Hélften zerlegen. Eine
Menge T heifit Teilmenge einer Menge M, wenn jedes Element von T" auch Element von M
ist. Wir schreiben dann 7" C M. Formelhaft:

TCM < (VteT(teN)) und damit
X=Y & (XCYAYCX).
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Beispiele:

Die farbigen Kreise sondern aus der Menge /
{a,b,c,d,e, f,g,h,i,j,k} die folgenden

Teilmengen aus:

Tblau:{a’b)eufvguiajvk}v o
Tdunkelgrﬁn = {bvg}7 Trot = {C, da ha 2,7, k}u \

Tgelb - {Cv d7 h7 j7 k}

Der hellgriine Kreis definiert genau die gleiche Menge wie der rote.
Es gilt Tdunkelgrﬁn € Thlau und Tgelb € Trot-

5.8. Junktoren und Mengen-Operationen

Wenn man durch Aussagen Mengen aussondert, fragt man sich, wie sich die Verbindung
von Aussagen durch Junktoren auf die Mengenbildung auswirkt.

Man kann hier tatséichlich direkt iibertragen:

Es seien P(x) und Q(z) Aussagen mit einer Individuen-Variablen x, und es sei U eine
Menge. Wir schreiben Tp :={x € U | P(z)} und Ty == {z € U | Q(x)}.

e Die Menge Tp NTg :=={x € U | P(z) NQ(x)}

ist die Schnittmenge.

e Die Menge Tp UTg :={x € U | P(z) VQ(x)}
ist die Vereinigungsmenge.

e Die Menge U\Tp:={zecU]|-P(z)}
ist das (relative) Komplement.

Wir haben vorher schon gesehen, dass die Aquivalenz der Aussagen P(x) und Q(x) der
Gleichheit der Mengen T» und Ty entspricht. Die Implikation entspricht der Relation ,,C*:

Es gilt Vo € U (P(z) — Q(z)) genau dann, wenn Tp CTy.

Man kann jetzt alle Aquivalenzen (Implikationen) von Aussagen in Gleichheiten (Inklusio-
nen) von Mengen {ibersetzen — und umgekehrt.
Beispielsweise ergeben die Regeln von de Morgan fiir Mengen:
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AN(BUC) = (ANB)U(ANC)

AUu(BNC) = (AUB)N(AUCQ)

Um etwa die erste dieser Mengenidentitdten einzusehen, schreibt man
AN(BUC) = An{zeU|(xeB)V(xel)}
= {ze€U|(xeA)A((zeB)V(zel))}
= {zeU|((zeA)A(zeB)V(zcAA(xel))}
= {zeU| (reAAN(zeB)}U{zelU|(zxeAA(xel)}
= (ANB)U(ANCQC).
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