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Einleitung

Diese Hausarbeit wurde im Rahmen der Geometrie-Vorlesung (VAK 03-222) von Prof. Dr.
Albers an der Universitidt Bremen im Fachbereich 03 Mathematik/Informatik erstellt und dient
als ergdnzende Informationsgrundlage des Vortrages zum Thema ,,Sehnen-Tangenten-
Viereck”. Ziel dieser Prasentation war das Nennen und Beweisen einer notwendigen
Eigenschaft eines Vierecks, damit das ein Sehnen-Tangenten-Viereck ist. Als Grundlage
dieser Hausarbeit dienten, die Inhalte der oben genannten Geometrie-Vorlesung und eine, von
Prof. Dr. Albers korrigierte Hausarbeit von Sarah Schultze und Jakob Priwitzer. In dieser
Hausarbeit eingesetzte Grafiken wurden mittels der dynamischen Lernsoftware GeoGebra, die

im Internet unter der Adresse www.geogebra.at freizugénglich ist, erstellt.




1 Sehnenviereck

Definition:

Ein Viereck, das einen Umkreis besitzt, nennt man ein Sehnenviereck. Anders ausgedriickt ist
ein Sehnenviereck ein Viereck, dessen Eckpunkte auf einem Kreis liegen, dem Umkreis des
Vierecks. Folglich sind alle Seiten des Sehnenvierecks Sehnen des Umkreises. Beispiel eines

Sehnenvierecks ABCD ist im Bild 1 dargestellt.

Diese Definition schlie3t auch tliberschlagene Vierecke ein. In dieser Ausarbeitung wird stets

davon ausgegangen, dass ein konvexes Sehnenviereck vorliegt.

Bild 1: Veranschaulichung eines Sehnevierecks

1.1 Konstruktion eines Sehnenvierecks

Am einfachsten ldsst sich ein Sehnenviereck konstruieren, indem man auf einen beliebigen

Kreis vier Punkte wihlt und diese miteinander verbindet.



1.2 Notwendige Eigenschaft eines Sehnenvierecks (Winkelsatz)

In einem Sehnenviereck ist die Summe der GréBen gegeniiberliegender Innenwinkel stets
180°.

1.2.1 Beweis des Winkelsatzes

Wenn man die Eckpunkte eines Sehnendreiecks mit dem Mittelpunkt des Kreises verbindet,
erhdlt man 4 gleichschenklige Dreiecke (siehe Bild 2). Die Lénge der Schenkel ist genau r.

Bild 2: Veranshaulichung von Beweis des Winkelsatzes

Wir wissen also, dass
Winkel OAB = Winkel OBA = rot ;
Winkel OBC = Winkel OCB =

Winkel OCD = Winkel ODC = griin ;
Winkel ODA = Winkel OAD = blau ;

Man sieht, dass 2*(ror + + griin + blau) = 360° ist

Daraus folgt also, dass (rot + + griin + blau) = 180° sein muss.



1.2.2 Beweis der Umkehrung des Winkelsatzes

Fiir den Beweis der Umkehrung de Winkelsatzes wird eine Fallunterscheidung vorgenommen
)

Angenommen, C liege aullerhalb des Kreises und hieBe C; (Siehe Bild 3 links). Dann gilt im
gelben Dreieck nach dem Satz von den AuBenwinkelny =7y, —6,. Daraus folgt, dass
o +7y, <180° ist.

i)

Angenommen, C liege innerhalb des Kreises und hieB3e C, (Siehe Bild 3 rechts). Dann gilt im
gelben Dreieck nach dem Satz von den AuBenwinkelny =17y, —6,. Daraus folgt, dass

o+, >180° ist.

Aus 1) und ii) folgt, dass nur wenn alle vier punkte eines Vierecks auf eine Umkreis liegen ist

die Summe der gegeniiberliegenden Winkel 180°. [2]

Bild 3: Veranschaulichung von Beweis der Umkehrung des Winkelsatzes



1.3 Konstruktion eines Sehnenvierecks mittels eines beliebigen
Vierecks

Eine weitere Mdglichkeit ein Sehnenviereck konstruieren zu konstruieren ist in folgenden
Schritten beschrieben:

Schritt 1: Zeichnen eines beliebigen Vierecks.
Schritt 2: Einzeichnen von vier Winkelhalbierenden dieses Vierecks
Schritt 3: Verbinden von den Schnittpunkten dieser Winkelhalbierenden

Bild 4: Konstruktion eines Sehnenvierecks mittels eines beliebigen Vierecks

1.3.1 Beweis von 1.3

Bewelis:

i) ¢ und £4,D,C, sind Scheitelwinkel
€ und XC,B, 4, sind Scheitelwinkel

und
ii) e+¢ =360°—(a+B+y+9)=180°
aus 1) undii) folgt: £4 D,C, +£C B4, =180°



2 Tangentenviereck

Definition:

Ein Tangentenviereck ist ein Viereck, dessen Seiten Tangenten eines Kreises sind.
2.1 Konstruktion eines Tangentenvierecks

Die einfachste Moglichkeit ein Sehnenviereck zu konstruieren ist in folgenden Schritten
beschrieben:

Schritt 1: Wahl von vier Punkten auf einem beliebigen Kreis.
Schritt 2: Einzeichnen von Tangenten zu diesen Punkten (Beriihrungspunkte)
Schritt 3: Verbinden von den Schnittpunkten dieser Tangenten

Bild 5: Veranschaulichung der Konstruktion eines Tangentevierecks



2.2 Satziiber die Berithrungssehnen

Definition:
Eine Verbindungsstrecke zwischen gegeniiberliegenden Beriihrungspunkten

hei3t Beriihrungssehne

In einem Tangentenviereck teilt jede Beriihrungssehne dieses in zwei Vierecke mit jeweils
einem Paar gleich grofler Winkel.

Im Bild 6 wird veranschaulicht, dass die Beriihrungssehne MK das Tangentenviereck ABCD
in zwei Vierecke (AKMD und KBCM) mit jeweils einem Paar gleich grofer Winkel teilt.

Bild 6: Veranschaulichung des Satzes iiber die Beriihrungssehnen



2.3 Beweis des Satzes iiber die Beriihrungssehnen

Fiir die Beriihrungssehne KM gilt, dass die Winkel DMK = MKA und BKM = CMK sind.

Fiir den Beweis werden zu néchst zwei Hilfsstrecken IK = IM = Inkreisradius eingezeichnet
(siehe Bild 7).

Das heif3t, dass das dabei entstandene a /KM

gleichschenklig ist.

Daraus folgt:
1) griine Winkel sind gleich grof3

i) blaue Winkel sind gleich grof3 weil
ABund CD Tangenten und deshalb

jeweils senkrecht zulK und IM sind

Aus 1) und ii) folgt: DMK = AMKA .
Weil aber die Winkel DMK und MKA

jeweils Supplementwinkel fiir die Winkel
CMK und BKM sind, miissen diese auch

gleichgrof3 sein.

Bild 7: Beweis des Satzes iiber die Beriihrungssehnen



3 Sehnen-Tengenten-Viereck

3.1 Definition

Vierecke die sowohl Sehnenvierecke als auch Tangentenvierecke sind, werden als Sehnen-

Tangenten-Viereck bezeichnet.

3.2 Satziiber die notwendige Eigenschaft eines Sehnen-Tengenten-
Vierecks

In einem Sehnen-Tangenten-Viereck stehen die Beriihrungssehnen zwischen
gegeniiberliegenden Beriihrungspunkten senkrecht aufeinander. Der Satz ist im Bild 8

veranschaulicht.

Bild 8: Eigenschaft eines Sehnen-Tangenten-Vierecks

10



3.3 Beweis des Satzes iiber die notwendige Eigenschaft eines
Sehnen-Tengenten-Vierecks

Wir gehen also von einem Sehnen-Tangenten-Viereck (sieche Bild 9) aus und wollen zeigen,

dass dessen Beriihrungssehnen senkrecht zu einander stehen miissen.

Bild 9: Beweis des Satzes iiber die notwendige Eigenschaft eines Sehnen-Tengenten-Vierecks

Sei s der Schnittpunkt der beiden Beriihrungssehnen KM und LN . Man betrachte nun die
beiden Vierecke AKSN und CMSL (im Bild 9 als rot markiert), deren Winkelsumme jeweils
360° betrdgt. Nach dem Satz 3.1 iiber die Beriihrungssehnen im Tangentenviereck, sind
XSKA+ £SMC =180° und £CLS + £ANS =180°, da diese jeweils Supplementwinkel sind.
Fiir die verbleibenden Winkel in den beiden roten Vierecken, bleibt daher ebenfalls eine

Summe von 180°.
1) Das heif3t, dass £ NSK + XKAN =180° und XMCL+ xXLSM =180°sind.
Nach der Unkehrung von Satz 1.2 gilt,

i) dass XKAN + AMCL =180°sind.

Aus i) und ii) folgt, dass die Winkel in S einander zu 180° ergénzen. Da es sich hierbei aber
gerade um Scheitelwinkel, also gleichgrole Winkel handelt, sind diese jeweils 90°. Damit
wurde bewiesen, dass beiden Beriihrungssehnen eines Sehnen-Tangen-Vierecks notwendiger

Weise senkrecht zu einander sind.
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