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8 Iterierte Funktionensysteme und Selbstahnlichkeit

Abbildungen

Die Polygone bestehen aus
zwei Teilen

In diesem Kapitel werden wir wieder die geometrische Betrachtung in den
Vordergrund stellen und zwar dieses Mal unter Betonung des abbildungsgeometrischen
Aspektes. Das liegt nahe, da beim Papierfalten jeder Auffaltungsvorgang mit einer
Drehung, also Kongruenzabbildung, verbunden ist. Der Zusammenhang zwischen den
Papierfaltungspolygonen R, (Def. 4.1) und den Polygonen Q, (Def. 4.2) zur

geometrischen Betrachtung des Inflationsgesetzes besteht iiber eine Ahnlichkeits-
abbildung. Einen weiteren Hinweis darauf, dass abbildungsgeometrische Betrach-
tungen fiir die Polygone hilfreich sein konnten, entnehmen wir dem Reflexionsgesetz.
Danach lédsst sich jedes Wort w, in zwei Teile zerlegen, die in gewisser Weise
wsymmetrisch® sind. Nach dem zu Beginn des Kapitels 2 betrachteten Auffaltvorgang
und dem daraus resultierenden Reflexionsgesetz ist die zweite Hilfte kongruent zur
ersten und die Kongruenzabbildung ist eine Drehung um den mittleren Punkt.

Fiir eine erste Anndherung an unsere neue Betrachtungsweise stellen wir die
Polygone Qs bis Qg so dar, dass die beiden Hélften erkennbar sind.

Abb. 8.1: Die Polygone Qs bis Qg. Die erste Hilfte ist schwarz, die zweite grau
dargestellt.

In Abb. 8.1 erkennen wir deutlich, dass die zweite Hilfte eines Polygons die erste
Halfte, gedreht um 90° im Uhrzeigersinn, ist. Beide Teilpolygone stoflen in der Mitte
zusammen, das ist der Punkt P, '. Die erste Hilfte ist also immer ein Polygon vom

Punkt P, , =P, , zum Punkt P, ,.Die zweite Hilfte verlauft vom Punkt P, , zum Punkt
Pl,2 = PO,I' Beriicksichtigt man eine Orientierung der Polygone und die Tatsache, dass
die erste Hélfte durch Drehung um den Punkt P, auf die zweite abgebildet werden

kann, so sind die folgenden beiden Abbildungen fiir unsere nichsten Betrachtungen
mafgeblich.

' Die Bezeichnung der Punkte durch doppelte Indizes wurde im Kapitel 4,
Definition 4.3 eingefiihrt.
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Abb. 8.2: Die beiden Abbildungen , dargestellt an der Strecke P, P,

Die beiden Abbildungen Die erste Abbildung dreht die orientierte Grundstrecke Py P, um 45° im

Uhrzeigersinn und staucht sie mit dem Faktor E\/E auf die orientierte Strecke

P, ,P,, - Die zweite Abbildung dreht die orientierte Grundstrecke Py (P, um 135° im

Uhrzeigersinn, staucht sie mit dem Faktor %\/5 und verschiebt dann den Anfangs-

punkt um 1 nach rechts in den Punkt P, . Das Bild ist die orientierte Strecke Py P, | .

In der Matrizenschreibweise aufgeschrieben erhalten wir:

Definition 8.1

Die Abbildung 7, ist gegeben durch Die Abbildung 7, ist gegeben durch

R? - R? R? 5> R?
Lol Lol
T T 5 5
Nixs| 2 2 M| 22 x+1
1L I I
2 2 2 2

Hat man sich klar gemacht, dass diese beiden Abbildungen die Folge der Q, (Def. 4.2)

erzeugen, so kann man mit der ausgearbeiteten Theorie der iterierten Funktionen-
systeme (IFS) zeigen, dass die Folge der O, einen Grenzwert besitzt und dieser der
Heighway-Dragon ist. Ich mdchte hier diesen Weg kurz skizzieren.

Wir folgen dabei im Wesentlichen den Darstellungen Barnsleys in [M02] (vgl. auch
Christiansen in [M03]).

Dieser definiert zunédchst, was ein IFS ist.

Sei (X, d) ein vollstdndiger metrischer Raum und z; bis 7z, eine Menge von endlich
vielen Kontraktionen auf X, die jeweils die Kontraktions-Faktoren s, besitzen. Ein
iteriertes Funktionensystem ist dann der metrische Raum, zusammen mit den n» Kon-
traktionen.

In unserem konkreten Fall ist X die Ebene R* mit der euklidischen Metrik und die
Kontraktionen sind die in Definition 8.1 genannten Abbildungen z; und m,. Beide

. 1
haben den Kontraktions-Faktor s =8, = E\/E .

Das IFS-Theorem besagt dann:
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Ist H(X) die Menge aller kompakten, nicht leeren Teilmengen von X, so ist H(X) ein
H(X)—> H(X)
vollstindiger, metrischer Raum mit der Hausdorff-Metrik und II: Z
A | Jr(4)
i=1
eine Kontraktion auf H(X) mit dem Kontraktions-Faktor s= max {sl.,izl,Z,...,n}.
Damit sind die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktprinzips (siche Kapitel 3,
Seite 44 ff) erfiillt und es gelten dessen Folgerungen: Die Kontraktion [] hat genau

einen Fixpunkt und man erhélt ihn als Grenzwert der Folge (H"(A)) flir n— oo

neN
In unserem speziellen Fall ist H(X) die Menge aller kompakten, nicht leeren Teil-
mengen der Ebene und TI(4) =7, (4) U r,(A) fiir eine beliebige Menge 4 aus H(X).

Starten wir mit dem Polygon @, also der Strecke von P, =(0;0) nach P, =(1;0),
so durchlduft die Folge (H" (QO)) gerade die Polygone Q, . Das wird in Satz 8.5
neN

bewiesen. Damit ist klar, dass der Fixpunkt des Operators [ die Menge Q ist, der
Abschluss der Vereinigung aller Polygoneckpunkte (sieche Definition 4.5).

Wir kehren nun zu den in Definition 8.1 eingefiihrten Abbildungen 7, und 7, zuriick.

Fiir die weiteren Betrachtungen sind einige grundlegende Eigenschaften der beiden
Abbildungen wesentlich.

Satz 8.1

Es seien A und B zwei Punkte der Ebene.
a)Ist A'=m (A) und B'= 7 (B), so gilt:

|A'B]= 2 |AB| und ‘{E, A'—B" =
2 4

b) Ist A" =7, (A) und B" =7 (B), so gilt:

|A"BY|= %\/5 |AB| und ‘qﬁs, ATB"“ _

Beweis

Da sowohl 7y als auch 7; aus einer Drehung und einer Streckung mit dem Streckfaktor

%\/5 zusammengesetzt sind, ist das Verhiltnis von Bild- zur Urstrecke gleich %\/5 .

Wir zeigen zunéchst in der Abb. 8.3, dass der Winkel & zwischen den beiden Geraden
AB und A’B’ gleich dem Drehwinkel 9 ist.
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Zusammenhinge
zwischen beiden Abbildungen

kongruente Abschnitte in
den Polygonen

Abb. 8. 3: Die Strecke AB ist um Z um den Winkel 3 gedreht

Im Dreieck ZA’H gilt nach der Winkelsumme (8— o) + (180°—y) +& = 180° . Aufgeldst
nach € ergibt sich e=y+ o — 3. Im Dreieck HBS ist die Winkelsumme e+B+& = 180°.
Mit dem letzten Ergebnis fiir € folgt y+o—3+p+& = 180°. Beachtet man nun, dass
o+B+y = 180°, so erhdlt man & = 8.

Daraus folgt aber sofort, dass unter der Abbildung m, der Winkel zwischen Ur- und

. T 3z
Bildstrecke ~7 betragen muss und unter w; betrigt er Bk

Folgerung

<A A=

Zwischen den beiden Abbildungen 7, und 7, besteht folgender Zusammenhang.

Satz 8.2
- |1 . 0 1 o e 3z
7 (X) =D,y - my(X) + 0 mit D, = S q Drehmatrix fiir die Drehung um S

um den Ursprung.
Beweis

Wir miissen nur die rechte Seite der behaupteten Gleichung ausrechnen.
1 11
! 0 1) 3 22 |- (]
D, -7 (X)+ = 1 = b
5 [oj [—1 OJ o J IR

1
2
Nun sind wir so weit, dass wir die beiden Abbildungen 7, und 7, auf die

N = =
=i
+
7~ N\
S =

Polygone O, anwenden konnen um letztlich zu zeigen, was wir in Abb. 8.1 schon
angedeutet haben, némlich dass sich die n+1-te Stufe der Polygone zusammensetzen
lésst aus den beiden Bildern beziiglich 7, und 7, des Polygons der n-ten Stufe.

Die Definition der Worter w, (Definition 2.3) und die Definition der Polygone O, in
Definition 4.2 legen anschaulich nahe, dass ein Polygon vom Anfang, also vom Start
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im Ursprung durchlaufen, und vom Ende, also vom Endpunkt in (1;0) riickwérts

durchlaufen, gleich aussieht.
Ay

0,0

L——————————{
o"U
k‘(

Abb. 8.4: Anfang und Ende eines Polygons Q,

Etwas genauer heillt das, dass der Anfang kongruent auf das Ende abgebildet
werden kann. Neben einer Verschiebung ist eine Drehung um den Ursprung um 90° im
Uhrzeigersinn erforderlich.

Satz 8.3

@ —1 .. _371'
Firalle ne N undalle ke N, k<2"" gilt: <):Pn,kPn,k+1’Pn,z"_kPn,z”_k_l ==

Beweis
Nach Definition 4.2 werden die Winkel zwischen den Kanten eines Polygons O,

definiert durch die Symbole des Wortes w,. Jedes ,,L* bewirkt eine Drehung um +§,

jedes ,,R* eine Drehung um —%. In jedem Wort w, ist die Anzahl der ,,L“ um 1 groBer
als die Anzahl der ,,R* (Satz 2.1). Startet man im Punkt P, mit der gerichteten Kante

P P iy und lduft bis zur gerichteten Kante Pn,z”—k—IPn,2"—k’ so bestimmen die

Symbole vom Platz k bis zum Platz 2" —k die Drehungen.

L....RLLRR...L...LL R R L...RR
1 k=1k 2" 27—k 2" —k+1 271

k-1 k-1
Man hat also zu Beginn des Wortes die ersten k-1 Symbole ausgelassen, am Ende die
letzten k—1. Nach dem Reflexionsgesetz gehort zu jedem Symbol auf dem Platz
i,i=1,...,k—1das entgegen gesetzte Symbol auf dem Platz 2" —i . Aus unseren ersten

Betrachtungen im Kapitel 2 wissen wir, dass die Anzahl der ,,L* um eins groBer ist als
die Anzahl der ,,R*“. Also ist auch bei dieser symmetrischen Teilauswahl vom Index &
bis 2" —k die Anzahl der ,,L* stets um 1 groBer als die Anzahl der ,,R“. Folglich ist
der Winkel von der gerichteten Kante P P, =~ zur gerichteten Kante

Pn,Z”—k—IPn,2"—k gleich +E. Nun steht in der Behauptung die gerichtete Kante
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die zur Kante P ) P entgegengesetzt verlauft, also um 7

P P
n2"—k n2"—k-1" n2"—k-1 n2"-k

gedreht ist. Somit ergibt sich der behauptete Winkel von 37% .

Aus unseren ersten Beobachtungen an den gefalteten Papierstreifen wissen wir,
dass ein Streifen vor dem letzten Aufklappen so aussieht wie der geknickte Streifen auf
der Stufe vorher (sieche Abb. 2.1). Ein gefalteter Streifen besteht daher aus zwei
Halften, die jeweils die Stufe davor darstellen.

dhnliche Polygone Diese Gesetzmifigkeit ist die Grundlage des Reflexionsgesetzes und des iterativen
Baus der Worter w,,.

A
Ps,
>
2= Py,
Ps =Py Ps1,=Pyg Ps 4= P47
Ps 4=y,
Psg=Ps4
Abb. 8. 5: Das Polygon Q4 (grau) und die erste Hélfte des Polygons Qs (schwarz)
A
| >
P5,32: P4,16

Ps16=Pag

Abb. 8. 6: Das Polygon Q4 (grau) und die zweite Hélfte des Polygons Qs (schwarz)
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Abbildung der
Polygonpunkte

In den Abbildungen 8.5 und 8.6 kann man erkennen, dass dieses Bauprinzip auch
fiir die Polygone Q, gilt. Ein Polygon Q,:, besteht aus zwei verkleinerten Kopien des
vorhergehenden Polygons Q,.

Diese anschauliche Feststellung iiber den Bau der Polygone Q, konnen wir nun mit
Hilfe der Abbildungen 7, und 7, formulieren. Das geschieht im Satz 8.5. Der Satz

8.4 bereitet diesen vor .

Satz 8.4
Firalle n,k e N, k<2" gilt z (P ,)=P,, und 7 (P )=P .
Beweis

Fir die nachfolgenden Rechnungen identifizieren wir einen Punkt P mit seinem

Pn,k

Ortsvektor. Es gilt also hier speziell P, =P,

1.Teil: (P,,,k) =Pk

Der Ortsvektor zu einem Punkt ist die Summe der einzelnen Kantenvektoren.

k
Po ol =220, 1P,
i=1
Dann ist
k
EO(Pn,k)zn’-(OO nk)= z nllnl
k
2 ( i1 l) da T, keinen Translationsvektor enthélt

Nach Satz 8.1 a) sind die Bilder der Vektoren P . P . um den Faktor %\/5 verkiirzt

und um —% gegen das Urbild verdreht. Diese Eigenschaften haben nach der Definition

der Polygone Q, in Definition 4.2 auch die Kantenvektoren des Polygons 0,+, so dass
gilt: 7, (Pn,iflpn,i) =P it P
Folglich gilt

k
( ) Z” ( | nz)=an+l,ifan+l,i=PO,0Pn+1,k =Pk

i=1

2. Teil: m, (Pn’k) =P

Analog zu Teil 1 gilt:

k
ﬂl(Pn,k) (POOPnk) ﬂl[zpnz 1Pan
k
=D27O-7z'0 ZPM L [ Jnach Satz 8.2
k
:D270'z7r0 . im1Dni [ j
=1
k
:D270'2Pn+1z (Il ( jnach Teil 1

i=l

k
:Z(Dzm P Lo P ) + (Oj

i=1
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k
1
= z;Pn+1,z”*1—i+1Pn+1,2”*‘—i + (Oj nach Satz 8.3
=

0,0

>
PO,I 5

§

1
1
1
k k
z P’1+1J*1P’1+1J z Pn+l,2wrl 7[+1Pn+1,2"4rl —i

1
1
1
1
i=1 1 i=1
1
1
1
1

Abb. 8. 7: Summe der Kantenvektoren am Anfang und am Ende eines Polygons O,

Die Kantenvektoren in der letzten Summe sind gegen unseren iiblichen Durchlaufsinn

2n+1

gerichtet, ndmlich vom Index —i+1 zum Vorgingerindex 2. Wegen des

. Das Polygon

n+1,2™!

1
Vektors [OJ beginnt die Vektorkette im Punkt (1;0)=P; , =P

0,+1 wird also riickwérts durchlaufen bis zum Punkt Pn+ Ly g Folglich ist
p— 1 —_— —_—
7 (Pn, )— 0 +P,,+1,2n+1 Pk = PooPurie = Prris
Anmerkung
Insbesondere fiir & =2" erhélt man 7, (Pn,z” ) = Pn+1,2" und 7, (Pn,z" ) = Pn+1,2" , also

) 1 1, . .
T, (Pn,Z” ) =T, (Pn,z" ) = Pn+1,2" . Der mittlere Punkt Pn+1,2” = (5;—5) ist also das Bild

des Endpunktes Pn’ g = (1,0) des Polynoms Q, beziiglich 7 als auch x,.

Unmittelbar aus Satz 8.4 folgt nun der zentrale Satz.

Satz 8.5
Abbildung der Polygone Fiir jedes Polygon O ,ne N gilt: O A =7, (Qn) v, (Qn)

Beweis
Nach Satz 8.4 werden die Punkte P , ,k=0,..,2" durch m, abgebildet auf die
Punkte P ., . des Polygons Q. Da 7, ecine affine Abbildung ist, werden die

Verbindungsstrecken von (, abgebildet auf die Verbindungsstrecken von Q4.
Entsprechend wird O, durch 7, auf die zweite Hélfte des Polygons O, abgebildet,

also auf die Punkte P k= 2”,...,2"+l und ebenso die Verbindungsstrecken von Q,

n+l,k °
auf die zugehorigen Verbindungsstrecken von Q.
unter 7, und

n

Da nach der Anmerkung zu Satz 8.4 die Bilder des Endpunktes Pn )

unter 7, auf denselben Bildpunkt abgebildet werden, 7, (P )= T, (P o ) =P

n,2" n, n+1,2"°

schlieBen auch beide Bildpolygone liickenlos aneinander.
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iterierte Abbildung von Startet man fiir eine schrittweise Anwendung des Satzes 8.5 mit dem Polygon Q,
Eckpunkten ynd beachtet dabei, dass Py, =m (P, ), so ist jeder Eckpunkt in einem Polygon O, das

iterierte Bild von P, im Ursprung, wobei im Prinzip alle Kombinationen der
Abbildungen 7, und 7, vorkommen. Allerdings gibt es fiir alle Punkte bis auf den
Anfangspunkt P =(0;0) und den Endpunkt Pn o= (1;0) immer zwei Abbildungs-

kombinationen. Das wollen wir uns an den ersten Polygonen konkret anschauen.

Poo = ﬂo(Po,o) Polygon Q,
_ A
Py =7 (o)
>
P ,0 PO,l
Das Polygon Q, wird durch 7z, auf die | Polygon Q,
erste Halfte (schwarz) von Q; abge- A
bildet und durch 7; auf die zweite
Halfte (grau) >
P P
P o =7y (Py o) = 7y (7 (P ) i b
P =7y (P ) = 7o (m (P )
=m (P )= (m (P )
P, =m (B o) =m (7, (P, ) P,
Das Polygon Q; wird durch =, auf die | Polygon O,
erste Halfte (schwarz) von Q, abge- A
bildet und durch 7; auf die zweite
Hilfte (grau) Py Pys P_)
Py o = (P ) = 70, (7o (7 (P 1)) o
Py =7y (P ) = o (my (7, (P )
= 7170(77:1(71'1([)0’0 )
_ _ P
Py, =7y (P ) = my (7, (7, (P ) 2! Fo2
= (P ) =m, (7, (7, (P )
Py =m (P ) =m (7, (7, (P ,))
= (7, (7, (Py )))
P2,4 = ”l(Pl,O) = nl(no(nO(PO,O )))

Die Doppeldeutigkeit kommt zuerst durch den Punkt P, ; in den Prozess und pflanzt
sich in den nachfolgenden Bildern von P,; fort. Diesem zweideutigen Bilden der
Abbildungsfolgen fiir die Punkte konnen wir dadurch entgehen, dass wir nur die

eindeutige Abbildung P, | = (7, (P, ;)) zulassen und nicht P, =7 (7 (P, ,)). Damit ldsst sich

Abbildungsketten ) . . . .
jeder Eckpunkt eines Polygons iiber die Abbildungen 7, und 7, bis zum Punkt Py

zuriickverfolgen. Wegen P, =7 (P, ) konnen wir zudem erreichen, dass ein

Eckpunkt P, , von O, mit genau n+1 Abbildungen aus Py erzeugt wird. Das wollen wir
beispielhaft an den Polygonen O, und Q; zeigen.
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P, o = 7o (7 (77, (Py ) Polygon O,
P, =m,(my(m, (P ) A
P, =, (m (7, (Py ) - b,
Py =m (7, (7, (By ) ’ P“—)
P, , =7 (my (7o (P 1))
P, P,
Py o = mo (7, (7o (704 (Py 4)))) Polygon Os
Py =y (7, (o (7, (P ) A ;
Py, = 7 (7, (7, (7 (P, })))) - b Y R
Py 5 = 700 (0, (7 (7, (P ) | ’ b
Py, =1y (7 (7 (7 (P ) > P, »
P, s =7, (7, (7, (7, (P, ) ’ /\ »
P3,6 =m (my(m, (EO(PO,O)))) P, P,
Py, = (7o (my (7, (P ) ’
Py o =7, (my (7o (70, (P p)))

die Bestimmung der Es ist nun die Frage, wie man zu jedem Punkt P, eines beliebigen Polygons Q,
Abbildungsketten gie Abbildungsfolge bestimmt. Wegen der Doppeldeutigkeit des Punktes P, ; als Bild
von 7y als auch m;, verfolgen wir die Abbildungen nur bis zum Punkt P, ;. Dazu
verwenden wir die Aussage von Satz 8.4, formen sie aber so um, dass der Bildpunkt

jeweils P, ; heif3t:

T, (Pn,k)=Pn+],k lautet dann Pn,k =7, (P Lk) fir0<k<2"" und

n—

m, (Pn’ ):P

n+1,2" —k

_ . n—1 n
lautet B, , =, (P, ., ) fir 2" <k<2".

Die Intervalle fiir £ sparen dabei drei spezielle Punkte aus:

Pn’0 , der mit Py ¢ (Ursprung) libereinstimmt

P

. der mit Py ; iibereinstimmt
n, 4

Pn s der mit Py ; = (1;0) iibereinstimmt

Damit kann man zu jedem Punkt eine eindeutige Abbildungskette konstruieren, die
vom Punkt P;; zum vorgegebenen Punkt fithrt. Wir wollen das an einem Beispiel
demonstrieren (fiir die leichtere Lesbarkeit schreiben wir nur die Indizes n,k auf):

6,27 <0527 N 350 ad

2,3 L1

4,5

eine neue, charakteri- Wir erzeugen nun aus dem Indexpaar n,k eine neue Zahl, die die relative Lage des

sierende Zahl fiir einen ) ) k . .
Eckpunkt Punktes im Polygon angibt: » = 2—n . 7 beschreibt den Bruchteil des Polygons, den man

von Ursprung, also dem Punkt P, durchlaufen muss, um zum Punkt P, ; zu gelangen.
Wir berechnen nun fiir jedes Indexpaar in der obigen Abbildungskette das » und stellen
die Zahl im Bindrsystem dar.:

o 0.1012 i

0.11 0.1

0.011011¢22—0.11011<=—0.0101
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Die Zeltfunktion

Analysiert man die Entwicklung des Ziffernmusters vom letzten Bildpunkt zuriick
zum Ausgangspunkt P, ;, so bemerkt man, dass immer dann, wenn hinter dem Punkt
eine Null steht, diese einfach gestrichen wird. Das entspricht einer Multiplikation mit 2.
Steht hinter dem Punkt eine 1, so wird diese ebenfalls gestrichen, die nachfolgenden
Ziffern bis auf die letzte werden aber invertiert.

Das konnen wir mit Satz 8.4 bzw. der entsprechend umgeformten Aussage begriin-
den: Folgt unmittelbar hinter dem Punkt eine Null, so ist » < 0.1, = 0,5. Der zugehdrige
Eckpunkt des Polygons Q, liegt also in der ersten Hilfte und ist daher durch zy aus dem
vorhergehenden Polygon Q,.; entstanden. Dabei sind die Punktnummern dieselben.

Aus P ,=m, (P ) fir 0<k <2"' erhalten wir dann bei umgekehrter

n—1,k
2
Betrachtung » = * - % = _f =2
2" 2"t 2

Der Ubergang von 7 zu 2 ist genau die oben beschriebene Verinderung der Ziffern.
Der Bindrpunkt wird um eine Stelle nach rechts verschoben. Da die nun vor dem Punkt
liegende Stelle 0 war, steht weiterhin 0 vor dem Punkt.

Folgt hinter dem Punkt eine 1, so ist » > 0.1, = 0,5. Der zugehdrige Eckpunkt des
Polygons Q, liegt also in der zweiten Hilfte und ist daher durch z; aus dem
vorhergehenden Polygon O, entstanden.

Aus P =, (Pn_1 2”—k) fiir 2""' <k <2" erhalten wir dann bei umgekehrter

k 2" —k k k
Betrachtung = — — N =2- 1=2(1——j=2(1—r)
2" 2" 2" 2"
Der Ubergang von » zu 2(1-r) ist genau die oben beschriebene Verinderung der
Ziffern. Die Subtraktion von 1 bewirkt die Inversion aller Stellen vom Punkt bis zur
letzten 1. Da unmittelbar hinter dem Punkt eine 1 stand, wurde diese zur 0. Das

Weglassen dieser Null ist wieder eine Multiplikation mit 2.
2r fir0<r <0,5 ) )
Die Operation r— e g ist wegen ihres Graphen als
2(1-r) fir0,5<r<1

.Zeltfunktion bekannt.

A

rP2r r R 2(1-r)

0,5 1

—

Abb. 8. 8: Der Graph zur Veridnderung von r
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Mit Hilfe dieses Funktionsgraphen lédsst sich sehr einfach und anschaulich die
Abbildungskette zu einem gegebenen Punkt P, finden. Dazu bilden wir zum Index-

k o . . .
paar n,k den Wert r = —nund iterieren ihn graphisch an der ,,Zeltfunktion®. Immer
2

Abbildungskette und dann, wenn man auf den linken Abschnitt trifft, wurde die Abbildung 7, angewendet,
Iterationspfad (ifft man auf den rechten Abschnitt, so war es 7;. Das demonstrieren wir beispielhaft
an der Abbildungskette, die oben entwickelt wurde:

b7 T, 7, I, I,

6,27 «—2—527 4,5 3,5 2,3 1,1
. 27
Der Punkt Pg 7 hat einen Wert » = 6_4 .
-t \
00 {
71
y
T,
!
71
T T | T T | r>
0,5 1

Abb. 8. 9: Der Iterationspfad zum Start mit » = 2—‘7‘

In Abb. 8.9 notieren wir fiir jedes Treffen des Iterationspfades auf den linken
Abschnitt 7y und auf den rechten Abschnitt z;. Wir erhalten so die Abbildungskette
o, T1, Wy, 71, 1, Welche genau der obigen Kette entspricht, gelesen von links nach

. . . . 1
rechts. Der Iterationspfad endet in der Spitze beim Wert » = 5 welcher zum Punkt Py

gehort und auf diesen wollten wir alle Abbildungsketten zuriickfiihren.

Die Zeltfunktion und die mit ihr durchgefiihrte Iteration ist ein Prototyp fiir
chaotisches Verhalten, das sehr gut untersucht ist (siehe z.B. in [M12]). Dadurch, dass
wir das iterierte Anwenden der Abbildungen 7y und z; auf das Iterieren mit der
Zeltfunktion zuriickfithren konnten, haben auf einfache Weise zeigen konnen, dass es
sich bei dem Aufbau der Polygone O, mit Hilfe der Abbildungen 7, und 7; ebenfalls
um einen chaotischen Prozess handelt.

Die unendliche Menge O Wir wollen nun diese Erkenntnisse, die wir bisher an endlichen Polygonen

entwickelt haben, auf den unendlichen Grenzwert Q= UQk' (Definition 4.5)
k=0

iibertragen. Dabei ist O’ die Menge aller Eckpunkte eines Polygons (Definition 4.4)
und der Querstrich bedeutet, dass der Abschluss der Vereinigungsmenge genommen
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Der Heighway-Dragon ist
selbstéihnlich

wird. Da nach Satz 8.5 jedes Polygon Q, die Vereinigung der beiden Bilder seines
Vorgéngers 0,1 beziiglich 7, und 7, ist und da jeder Punkt P von Q der Grenzwert
einer Folge von Polygoneckpunkten ist, gibt es stets eine Folge von Abbildungen
0,0,06,0t,..00,.... mit o, € {m, 7} fiirieN, die Py auf den Punkt P abbildet. Q ist

also die Menge aller Punkte P, fiir die es eine Folge von Abbildungen oo, 001,..01, ...

Wihrend fiir die endlichen Polygone O, die Beziehung Q =7, (Q, )V (Q,)

gilt, ist die unendliche Punktmenge Q gegeniiber den Abbildungen 7, und 7, invariant,
denn es gilt O =r (Q)Ur, (Q). Denn wenn wir einen Punkt P aus O haben, so ist P

durch eine Folge von Abbildungen 7, oder x; aus P, entstanden. Das gilt dann aber
auch fiir 7y(P) und 7;(P), so dass diese auch Elemente von @ sind. Also gilt
0 o7, (Q)ur (Q). Haben wir umgekehrt einen Punkt P aus 7,(Q) U (Q), so gibt
es einen Punkt P’ aus Q mit P = 7o(P’) oder P = 7;(P’). P’ € Q bedeutet aber, dass es

eine Folge von Abbildungen 7y oder x; gibt, die P, ; auf P’ abbildet. Damit gibt es eine
Folge von Abbildungen m, oder =, die P, auf P abbildet. Das bedeutet aber, dass P
auch in Q liegt. Also gilt O ¢ 7,(Q) U 7, (Q) und damit Q =7, (Q) U 7 (Q).

Damit kann also Q in zwei Teilmengen zerlegt werden. Da aber 7y und
Ahnlichkeitsabbildungen sind, bedeutet das, dass 7o(Q) und z;(Q) dhnliche Bilder von
O selbst sind. Nach Satz 8.2 wissen wir, dass beide Bilder iiber eine Drehung um 270°
gegen den Uhrzeigersinn (oder 90° im Uhrzeigersinn) zusammenhéngen, also
zueinander kongruent sind. Damit ldsst sich also Q in zwei Teile zerlegen, die
zueinander kongruent und zur Gesamtfigur dhnlich sind. Das ist aber genau die
Definition von Selbstahnlichkeit.

In [P03] zeigen Davis und Knuth, dass der Heighway-Dragon eine fldchenfiillende
Kurve ist.

Die Selbstidhnlichkeit ldsst sich sehr schon grafisch veranschaulichen. Dabei
nehmen wir wieder Q)¢ als Naherungsfigur fiir Q.

Abb. 8.10: O,  =7,(0,5) Y (Q,) als Niherung fiir Q. Dabei ist 7o(Q15) schwarz und
71(Q15) grau dargestellt.
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Die Zerlegung ldsst sich konsequenterweise fortsetzen, denn wenn die beiden Teile
dhnlich zu Q sind, so kann man die Teile genau so in zwei zur Gesamtfigur dhnliche
Teile zerlegen, die untereinander kongruent sind.

Abb. 8.11: Die beiden Teilfiguren aus Abb. 8.10 sind wiederum in Teilfiguren zerlegt.

Hinweise fur eine unterrichtliche Behandlung

Da die Menge Q Grenzwert eines iterierten Funktionensystems ist, kann sie
ndherungsweise durch ein ,,Chaosspiel dargestellt werden. Die notwendigen
Rechnungen fiihrt man praktischerweise in Excel durch, hier sind sie am leichtesten
durchzufiihren und nachzuvollziehen. Natiirlich konnen Schiiler auch ein spezielles
Programm schreiben und somit erheblich mehr Pixel erzeugen.

Unterrichtsvorschlag

angesprochene schulmathematische Themen

Kongruenz- und Ahnlichkeitsabbildungen, analytische Behandlung von affinen
Abbildungen

Aufgabenstellung
Erstellen Sie eine Exceltabelle, in der eine zuféllige Abbildungsfolge von P, ; berechnet
und grafisch dargestellt wird.
Erweiterung: Féarben Sie Teile der Figur ein, so dass die Selbstdhnlichkeit dargestellt

wird.

Lésungen

Fiir die einfache Tabelle benotigt man drei Spalten: eine fiir eine Zufallszahl 0 oder 1
und je eine fiir die x- und die y-Koordinate des Punktes.

< A B C
1 | Zufall X v
| 2 | 045 -0.5
3 0 0 -0,5
4 1 0,75 0,25
5 0 045 -0,25
6 1 0,625 -0,125
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Abb. 8. 12: Die ersten 6 Zeilen der einfachen Tabelle

Eine Zufallszahl von 0 oder 1 erzeugt man mit: =RUNDEN(ZUFALLSZAHL();0)

In der x-y-Doppelspalte stehen die Koordinaten der Punke. Als Initialisierung des
iterativen Prozesses nehmen wir die Koordinaten von P, ;, also x = 0,5 und y = -0,5. (In
Abb. 8.12 ist das die Zeile 2) Die weiteren Punkte werden nun in Abhédngigkeit der
Zufallszahl berechnet. Ist es 0, so wird der vorhergehende Punkt mit 7, abgebildet, bei
1 mit ;. Die Formeln fiir die Koordinaten lauten dann (in Abb. 8.12 fiir die Zellen B3
und C3):

x-Koordinate: =WENN(A3=0;(B2+C2)/2;(C2-B2)/2+1)
y-Koordinate: =WENN(A3=0;(C2-B2)/2;-(B2+C2)/2)

Diese drei Formeln (in Abb. 8.12 in Zeile 3) werden nun nach unten kopiert, so dass
mehrere tausend Punkte berechnet werden.

Die Werte dieser Doppelspalte werden dann als x-y-Punktdiagramm dargestellt.

0,25 o1

-0,25 RSN S

-0.5 * . -

-0,75
-08 -0,26 0 0,25 05 0,75 1 125

Abb. 8.13: Das Diagramm mit 200 Punkten

025

-0,25

-08

-0,75 -
-08 -0,25 0 0,25 05 0,75 1 125

Abb. 8.14: Das Diagramm mit 6800 Punkten

Will man die beiden Teilmengen herausstellen, aus denen die gesamte Punktmenge Q
zusammengesetzt ist, so muss man in der Exceltabelle zwei Diagramme erzeugen, die
unterschiedlich geférbt werden. Das eine Diagramm wird von all den Punkten erzeugt,
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die zuletzt mit z, abgebildet wurden, das andere von den Punkten, die zuletzt mit 7,
abgebildet wurden.

Dazu legt man vier neue Spalten an.

[© A B C D E F G
1 Zufall X v X0 y0 x1 v
2 05 -05
3 1 05 0 0 0 05 0
4 0 0,25 -0,25 0,25 -0,25 1 0
5 1 0,75 0 0 0 0,75 0
6 0 0,375 -0,375 0,375 -0,375 1 0
| 7 0 0 -0,375 0 -0,375 1 0

Abb. 8.15: Die Tabelle wird um vier Spalten ergéinzt

Ist die Zufallszahl (in Abb. 8.15 in Spalte A) 0, so werden die Koordinaten in die
Spalten fiir das erste Diagramm libernommen (in Abb. 8.15 Spalten D und E), wéhrend
in den Spalten fiir das zweite Diagramm (in Abb. 8.15 Spalten F und G) die
Ersatzkoordinaten (1;0) eingetragen werden.

Ist die Zufallszahl 1, so werden die Koordinaten in die Spalten fiir das zweite
Diagramm iibernommen, wihrend in den Spalten fiir das erste Diagramm die
Ersatzkoordinaten (0;0) eingetragen werden.

Diese Uberlegungen fiihren zu folgenden Formeln (fiir die Zeile 3):
x0-Koordinate: =WENN(A3=0;B3;0)
y0-Koordinate: =WENN(A3=0;C3;0)
x1-Koordinate: =WENN(A3=1;B3;1)
y1-Koordinate: =WENN(A3=1;C3;0)

Diese Formeln kopiert man so weit herunter, wie die Koordinaten der Punkte bereits
berechnet wurden.

Mit einer unterschiedlichen Einfarbung fiir die beiden Diagramme erhélt man dann:

0,5

-0,5

1 1,25

Abb. 8.16: Die beiden Diagramme, unterschieden nach der zuletzt angewendeten
Abbildung



Reimund Albers

Papierfalten Kapitel 8 lterierte Funktionensysteme und Selbstahnlichkeit 127

In analoger Weise kann man auch vier (die letzten beiden Abbildungen sind mafgeb-
lich) oder acht (die letzten drei Abbildungen sind mafB3igeblich) Teile sichtbar machen.
Dazu ist es dann allerdings notwendig, dass die Anzahl der Punkte erhdht wird. Will
man in jedem Teil ca. 3000 Punkte haben, so braucht man bei einer Aufteilung in 4
Teile 12000 Punkte, in 8 Teile 24000 Punkte. Excel ldsst in seinen Tabellen bis zu
65000 Zeilen zu.



