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6 Die Papierfaltungszahl

Die Papierfaltungsfolge
als Zahl

Analog zu den beiden vorangegangenen Kapiteln werden wir aus einem weiteren
mathematischen Gebiet auf die Papierfaltungsworter schauen. Dieses Mal wihlen wir
ein Gebiet, das die meisten Menschen sofort mit Mathematik verbinden und welches
ihnen auch recht vertraut ist: die Zahlen.

Eine LR-Zeichenkette wollen wir in eine Zahl verwandeln, indem wir jedes ,,.L“ in
eine 1 und jedes ,,R“ in eine O iibersetzen. Jede 01-Zeichenkette fassen wir als eine
Ziffernfolge auf, die hinter dem Komma steht, vor das Komma setzen wir einfach eine
Null.

Dann erhalten wir:
L—0,1 LLR — 0,110 LLRLLRR — 0,1101100 u.s.w.
Da wir mit ,,L*“ und ,,R“ nur zwei Zeichen zur Verfiigung haben, ist es nahe liegend,

dass wir die Zahl als duale Kommazahl auffassen. Die erste Stelle hinter dem Komma

1 _ 1 _
hat dann nicht die Wertigkeit E=10 ', sondern 5=2 ', die zweite Stelle die

| S
Wertigkeit 1 =27 usw. . Zur Unterscheidung von Dezimalzahlen werden wir kein

Komma setzen, sondern einen Punkt.

Unter der Papierfaltungszahl p verstehen wir dann die unendliche, duale
Kommazahl, die sich aus der entsprechenden Ubersetzung der Papierfaltungsfolge @
ergibt.

1 | 1 1 1 1
p=l-+1—=+0=+1—+1—+0—+..
22 23 24 5 6

2
Stufe | Binérzahl Dezimalzahl
1 0.1 0,5
2 0.110 0,75
3 0.1101100 0,84375
4 0.110110011100100 0,8507080078125
5 0.1101100111001001110110001100100 | 0,850736187770963...°

Die Tabelle zeigt die ersten fiinf Ndherungen der Papierfaltungszahl, wie sie aus
den ersten fiinf Wortern w; bis ws berechnet werden konnen. Hier kdnnen wir sehen,
dass das einfache Aufsummieren der Ziffern der bindren Darstellung ein Verfahren ist,
das nicht sehr schnell konvergiert.

Fiir eine mathematische Formulierung der neuen Interpretation der Papierfaltungsfolge
o als Zahl definieren wir eine Funktion, die jedem Zeichen der Papierfaltungsfolge in
Abhingigkeit von der Position eine Zahl zuordnet. Fiir die nachfolgenden Betrach-
tungen ist es niitzlich, dass in diese Zuordnung eine Basis fiir ein Zahlsystem mit
einbezogen wird.

" Die letzte Dezimalzahl in der Tabelle ist nicht mehr ganz exakt, sondern auf 15
Stellen verkiirzt, da dieses die maximale Stellenzahl von Excel ist, mit dem die Zahlen
ermittelt wurden.
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Definition 6.1
Die Funktion o * ordnet jedem Zeichen der Papierfaltungsfolge w eine Zahl zu durch
NxN—->Q
1
o*:q | — firo(i)=L
(i,0) > 1
0 firc(i))=R

Ist die Papierfaltungszahl
rational?

Kettenbriiche

Dabei ist mit o die in Kapitel 2, Definition 2.6 definierte Funktion gemeint, die jeder
Stelle i in der unendlichen Papierfaltungsfolge w das Symbol ,,.L* oder ,,R“ zuordnet.
Diese Definition ist etwas allgemeiner als die anfingliche Beschreibung, denn sie 1dsst
die Interpretation der Papierfaltungsfolge in einem allgemeinen Stellenwertsystem zur
Basis b zu.

Die Papierfaltungszahl p erhalten wir dann durch p = ZO' *(1,2) .
i=1

Wir wollen nun bereits gefundene Eigenschaften der Papierfaltungsfolge verwen-
den, um einige Eigenschaften iiber die Papierfaltungszahl zu finden und letztlich eine
Summenformel zu finden, mit der wir die Papierfaltungszahl effizient berechnen
konnen.

Die erste Frage ist, ob die Papierfaltungszahl eine rationale oder eine irrationale
Zahl ist. Jede rationale Zahl lésst sich als ein Bruch schreiben und ist als Dezimalzahl
entweder endlich oder unendlich periodisch. Das gilt analog in jedem Stellenwert-
system, also auch im Binédrsystem, in dem wir die Papierfaltungszahl definiert haben.
Nun wissen wir aus Kapitel 5, Satz 5.1, dass die Papierfaltungsfolge nicht periodisch
ist. Folglich ist die Darstellung der Papierfaltungszahl im Binédrsystem nicht periodisch,
also ist die Papierfaltungszahl irrational.

Neben der Darstellung in einem Stellenwertsystem kann man einige irrationale
Zahlen, insbesondere Quadratwurzeln, sehr regelmiBig als Kettenbriiche darstellen.
Wir wollen kurz den Algorithmus zur Berechnung der Kettenbruchdarstellung
erldutern:

Jede positive Zahl r € R kdnnen wir eindeutig zerlegen in » = g, + 7, mit g, e N

r,=0,

und 7, eR,0<7 <1. Ist 7

0 so ist der Kettenbruchalgorithmus beendet. Fiir

1
7y >0 st - grofer als 1 und kann somit wieder in eine ganze Zahl und einen Rest
0

1
kleiner als 1 aufgespaltet werden: -
0

dem Kehrwert von r; kann man entsprechend verfahren. Wir erhalten also folgende

=& *th mit g eN und 1, eR,0<7 <1. Mit

Entwicklung:
z=g,t1n
= +L— + !
ST TR gy
Ty
1 1
:g0+ 1:g0+ 1
+— +
& 1 & g, +7
n

, .S.W.
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Der Algorithmus terminiert dann, wenn ein , =0, ie N

Auf diese Art erhdlt man eine eindeutig definierte endliche oder unendliche Folge
ganzer Zahlen g, g1, g,, ..., die ebenfalls eine Darstellung einer Zahl ist.

Fithren wir das einmal konkret am Beispiel von \/E durch:

\/*_ . 1 Dabei verwenden wir in der
© o 2,414213.. Néaherungsrechnung die Umformung
s 1 0,414213..=2 -1
2+m 11 e+
N V-1 V2-142+41
=1+ 1 =V2+1
2t —— ~2,414213...
24—
2,414213..

Die Kettenbruchent- \/E hat als Kettenbruchdarstellung [1;2,2,2,2.....], was eine unendliche, schlielich
wicklung von Quadrat-

wurzeln ist periodisch periodische Darstellung ergibt. Diese Darstellung von \/E ist also sehr viel

iibersichtlicher als die Dezimaldarstellung. (Ubrigens haben alle Quadratwurzeln eine
unendliche, schlieBlich periodische Kettenbruchdarstellung.)

Natiirlich steht nun die Frage im Raum, was denn die Kettenbruchdarstellung'
der Papierfaltungszahl ist. Hier ist sie, soweit sie mit einem einfachen Rechner
zuverldssig berechnet werden kann:

0,850736187770963...=

Wir sehen, dass die Kettenbruchdarstellung der Papierfaltungszahl keine einfach
ersichtliche Regelmifigkeit aufweist.

Néherungen fiir Unser bisheriges Vorgehen &hnelt ein wenig der Suche nach einer ,,guten®

Niaherungszahl fiir die Zahl n. Die ersten Néherungen durch rationale Zahlen, 27—2 und

355 . L .
13 sind Werte, die sich aus der Kettenbruchdarstellung ergeben. Weitere, sehr

! Unter der Adresse (September 2006):

http://wims.unice. fr/wims/wims.cgi?

session=047FA4F6D5 . 3&+1lang=en&+tmodule=tool $2Fnhurber$2Fcontfrac.en

findet man einen sehr genauen Rechner fiir Kettenbriiche
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effiziente Berechnungen fiir Ndherungen von 7 ergeben sich aus der Potenzreihenent-

wicklung von arctan, ndmlich

S ox

5

7
X

arctanx =

5

X
Bk et e
3

7

Setzt man hier x = 1, so erhélt man eine einfache Reihendarstellung fiir z:

=4 l—l+———+—
35

1

1

7

)

Schaut man sich die ersten Berechnungsschritte an, so sieht man, dass die Folge der

Partialsummen nur langsam konvergiert.

Term Néherungszahl
4 4,00000
1
4.[1_§J 2,66667
4 1—1+l
41 3,46667
111
4.[1_?;_;) 2,89524
11 1.1
4{1_5?_?5] 3,33968
4f21,1 1,1 1
35 7 9 11 2,97605

Es ist daher naheliegend, nach einer effizienteren Berechnung zu suchen. Gauf3
entwickelte aus der Reihenentwicklung fiir den arctan die Formel

7 = 48arctan i + 32 arctan L —20arctan L
48 57 239

wobei die drei arctan letztlich ndherungsweise durch die oben angegebene Reihe
ausgerechnet werden. Diese Berechnung konvergiert nun sehr viel schneller.

Verbesserung der In &hnlicher Weise wollen wir nun die Papierfaltungszahl, die als Potenzreihe

Summation fiir die definiert ist, durch geschickte Summation effizienter berechnen’. Nach dem Inflations-
Papierfaltungszahl gesetz (Kapitel 3) liegt es nahe, die ungeraden Plitze von den geraden zu
unterscheiden. Auf den ungeraden Plétzen stehen abwechselnd die Ziffern 0 und 1, also

auf jedem 4. Platz die Ziffer 1.

o*(i,2)= Y, o*(i2)+ Y, 0*(i,2)

i ungerade i gerade

Ms u[\/]x

o*(2i-1, 2)+ZO’*(2I 2)

i=1 i=1
0 1 0 1 0
. S ST XAL

o

—_—

*(2i,2)
P Al i1

? Die wesentlichen Ideen hierzu stammen aus Peitgen [P08] und [P09]
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Den ersten Teil konnen wir als geometrische Reihe aufsummieren:
l+i+L+i+ —l 1+L+ L 2+ i 3+
2 95 99 o3 ) 94 | 94 4

i=0 i=1

IR -
_Eg(ﬁj +Y 0 %(2i,2)

i=1
8 < ,
=—+) 0*(2i,2)
15 &

Der zweite Teil, die Summation der geraden Stellen, ist noch offen. Hier verwenden
wir die Deflation aus Kapitel 3 mit der wichtigen Eigenschaft, dass o(2i) = o (i) .

Damit erhalten wir folgende Umformung:

1 1
— fliro(2i)=L — firo(2i)=o0(i))=L
o*(2i2)={pn OGITH_ g MroI=o0H_uiy)
0 firo(2i))=R 0 firoc2i))=0o(i)=R

Damit konnen wir die Umformung abschlieen mit :
8 « .

p=—+,0%(i,4)
15 33

Wechsel der Basis fiir die Diese letzte Summe koénnen wir auch so interpretieren, dass wir die Papierfaltungs-

Zahldarstellung folge wieder in eine Zahl iibersetzten mit ,,L“ fiir 1 und ,,R“ fiir 0, aber nun die Stellen
im Vierer-System interpretieren, also LLRLLRRL... iibersetzen in die Summe

) o) 1) o] ol ofy) 1)+

Diesen Wechsel der Basis konnen wir verallgemeinern auf eine allgemeine Basis b.

Satz 6.1

) 3 )

Y o*(i,b)= 4b +Y 0 *(i,b%)
i=1 b' -1 5
Beweis

io*(z’,b)z Y, o*@b)+ Y, o*(i,b)

i=1 i ungerade i gerade

0 *(2i-1,b)+ Y, 0 *(2i,b)

=2

i=1 i=1
=

i=1

1 - .
= 4 gla *(2i,b)
Die erste Summe lésst sich als geometrische Reihe berechnen.
s L_lg1l 11 _ ¥
= b4i—3 b = b4i b 1_ i b4 _ 1
»

Den Summand der zweiten Summe konnen wir umformen.
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firo(2i)=o(i)=L

Rro@=ti_ 1y =0 *(i,0)

1
o *(2i,b) =1
0 fro@H=RJ lo  fire@2)=0()=R
Beides eingesetzt ergibt sich:

) 3 )
Y o*(i,b)= b +Y 0 *(i,b%)
=1

=1 b -1 7

Wir iterieren nun dieses Summieren von Summanden auf ungeraden und geraden
Stellen. Zunéchst wenden wir Satz 6.1 auf das Ergebnis der ersten Umformung an und
erhalten so:

43
4% -1

- 8 64 &
+ > o*(i,16)=—+—+ ) o*(i,16
gl‘ (,16) 15 255 3 (i,16)

8 < 8
=—+ ) o0*(,4)=—+
P=3s § GD=13

Und in der Fortsetzung dieses Prozesses

g 4 16° 256°
+

p=—+ + +
15 4%—1 16°-1 256*-1
~ 23 N (22 )3 (24 )3 (28 )3 . (22’“ )3
8 g2 g* g g
= et — +...
16-1 16°-1 16*-1 16°-1 16> -1
Eine neue Summen- o 82"
darstellung fiir die = -
Papierfaltungszahl i—016% —1

Diese neue Darstellung der Papierfaltungszahl als Reihe ist erheblich effizienter,
denn sie konvergiert sehr schnell. Aus diesem Grunde berechnen wir die ersten 10
Partialsummen mit einem CAS, das eine deutlich hohere Stellenzahl zulasst.

n 82"

n 16% -1

0 0.5333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333
1 0.7843137254901960784313725490196078431372549019607843137254901
2 0.8468146791790646219577325093461509117265583276112001220721751
3 0.8507209291799741166597171958209288296804132009112306872641739
4 0.8507361879690366166597180230015413827080881171614736156211737
5 0.8507361882018672603135876519077913827080881171621578433869573
6 0.8507361882018672603677977605320666044084607572056549289582464
7 0.8507361882018672603677977605320666044113994930827106477281682
8 0.8507361882018672603677977605320666044113994930827106477281682
9 0.8507361882018672603677977605320666044113994930827106477281682
10 | 0.8507361882018672603677977605320666044113994930827106477281682

Der Tabelle kann man sehr schon entnehmen, dass sich ab der 3 Partialsumme mit
jedem Summanden die Anzahl der verlédsslichen Stellen etwa verdoppelt und die 8.
Partialsumme bereits die hier angezeigten 61 Stellen erreicht. Der verkiirzten
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Darstellung in der Tabelle kann man nicht entnehmen, dass die 10. Partialsumme
entsprechend dieser Beobachtung eine Genauigkeit von etwa 300 Stellen erreicht.

An dieser Stelle kdnnen wir unsere Betrachtungen iiberleiten in ein sehr schones
Ergebnis von Kurt Mahler’, das eng mit unseren bisherigen Betrachtungen verbunden
ist. Der Ankniipfungspunkt ist die Aussage von Satz 6.1:

= B
D 0*(ib)=—

i=1 b -1

Die beiden Summen wollen wir ein wenig anders interpretieren.

+ S o *(i,b%) (1)
i=1

- - |

ZO’ *(i,b) = Zai-—, , wobei die a; gerade die in 1 oder 0 interpretierten Symbole der
~ g

i=1 i=1

Papierfaltungsfolge sind.

o

~ 1
Entsprechend ist dann die zweite Summe z o*(i,b*) = Z a4 —.
i=1 i=1 ( b2 )

. 1
Gleichung (1) schreiben wir nun ein wenig formaler. Wir setzen x = 3 und kdnnen so

die linken Seite als formale Potenzreihe f(x)= Z a x" schreiben.
i=1

X X

> : > i
Damit wird (1) zu Eai-x’ = . +§;ai~(x2) oder f(x)— f(x*)= e
Funktionalgleichungen® dieser Art wurden von Mahler untersucht und stellen die
Eingangsvoraussetzung seiner Theorie dar, um schlielich den Transzendenzbeweis zu
fiihren. Wir konnen somit feststellen, dass die von uns betrachtete Papierfaltungszahl

transzendent ist.

Hinweise fur eine unterrichtliche Behandlung

Die Definition der Papierfaltungszahl erweckt das Bediirfnis, diese moglichst genau
zu berechnen. Was moglichst genau bedeutet, hingt einerseits von den technischen
Moglichkeiten ab, die zur Verfiigung stehen, andererseits vom ,,Sportsgeist der
beteiligten Schiilerlnnen. Es ist aber eine ausgezeichnete Gelegenheit, iiber
Zahldarstellung und die jeweilige Umrechnung zu sprechen.

1. Unterrichtsvorschlag (Zu periodischen Kommazahlen)

angesprochene schulmathematische Themen

Stellenwertsysteme, rationale Zahlen

? Wie Otto Toeplitz war Kurt Mahler ein Jude, der von den Nazis aus Deutschland
vertrieben wurde. Mahler verlieB 1933 Deutschland und hielt sich bis 1962 iiber-
wiegend in Manchester auf. Die letzten 6 Jahre seines Lebens verbrachte er in Canberra
(Australien).

*Arithmetische Eigenschaften der Losungen einer Klasse von Funktions-
gleichungen, Math. Ann., 101(1929), 342-366
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Fragestellung

Gegeben ist eine periodische Kommazahl in einem beliebigen Stellenwertsystem. Wie
berechnet man zu dieser Zahl die Bruchdarstellung im Dezimalsystem?

Ablauf
Beispiel: Gegeben ist r=0.3121212...; =0.3Es Der Index zeigt die Basis des
Stellenwertsystems an, also b = 5.
1. Schritt: Die Zahl wird so multipliziert, dass eine vollstdndige Periode vor dem
Punkt steht. Das sind in unserem Beispiel 3 Stellen, folglich muss mit 5 =125,
multipliziert werden: 125 ,r =312.1212...
2. Schritt: Die Zahl wird so multipliziert, dass die Periode direkt hinter dem Punkt

beginnt. In unserem Beispiel ist das 5, da die Zahl eine einstellige Vorperiode hat.
5,07 =3.121212...; . Bei sofort periodischen Zahlen wird mit r selbst gerechnet.

3. Schritt: Die beiden Multiplikationsergebnisse werden von einander subtrahiert.
Dabei fillt immer die Periode durch die Subtraktion weg. Achtung: Auf der rechten
Seite der Gleichung muss die Differenz im gegebenen Stellenwertsystem durchgefiihrt
werden.

125, )7 =5,,7 =312 = 3;
120,,7 =304,
4. Schritt: Die Zahl auf der rechten Seite muss vom vorgegebenen Basissystem in

das Zehnersystem umgewandelt werden. Anschliefend kann die Zahl als Bruch im
Dezimalsystem geschrieben und ggfs. gekiirzt werden.

120,47 =3,)25,) + 4, =79,
79
r=—
120

2. Unterrichtsvorschlag (Zur Kettenbruchdarstellung)

angesprochene schulmathematische Themen

Bruchrechnung, rationale Zahlen, Euklidischer Algorithmus, Wurzeln

Aufgabenstellung

Die Schiilerinnen und Schiiler sollen einige Zahlen als Kettenbruch entwickeln und so
Erfahrung sammeln in der Kettenbruchentwicklung von

a) rationalen Zahlen
Hier gilt es, den Zusammenhang mit dem Euklidischen Algorithmus zu sehen
b) Quadratwurzeln

Hier soll entdeckt werden, dass Quadratwurzeln eine periodische Kettenbruchent-
wicklung haben.

Ablauf

1. Beispiel: Die Entwicklung von ;—5 in einen Kettenbruch.
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%:H%:H%:H 13:1+ 11 =1+ 11
— 2+— 2+— 2+
13 13 13 1
-~ 4+7
3 3

Wir betrachten dazu parallel den Euklidischen Algorithmus fiir die beiden Zahlen
im Zdhler bzw. Nenner des Ausgangsbruches:

42=129+13

29=213+3

13=43+1
3=31

Man erkennt sehr schon, dass die Faktoren im Euklidischen Algorithmus gerade die
ganzen Zahlen in der Kettenbruchentwicklung sind.

Die Begriindung fiir diesen Zusammenhang erkennt man deutlich durch die
nachfolgende Umformung. Sind x, und x; die beiden Ausgangszahlen, also
Xy, X, € N, X, > x, , so beginnt der Euklidische Algorithmus mit

XO = nl‘xl +x2

Xl = }’12')62 + x3

xz = n3'x3 +X4

Nun dividieren wir jede Zeile durch die mittlere Zahl x;, i € N, so erhélt man

X, X
D_p e
X X
X X3
Aoy +32
X X
X X
e R
X X

Beachtet man, dass jede neue Zeile mit dem Kehrwert des zweiten Summanden der
vorhergehenden Zeile beginnt, so konnen wir die Gleichungen sukzessive ineinander

einsetzen.
X X
Doyl
X X
X, 1
il Y .5 L (o =nt
d=p +2=-2 X X
2 1 73
X X, X X n, +
n,+—> X,
X
2
X X X 1 X, 1
2=p+i23= L=n+ .
X X X X X
3 3 2 .t 1 o+
3 2
x3 x4
ny+—
X

Den Euklidischen Algorithmus kann man sehr anschaulich grafisch darstellen:
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v

A

Xo

X2

X3

Abb. 6.1: Die Darstellung des Euklidischen Algorithmus zu x, = 42 und x; = 29. Man
kann sehr gut die Faktoren n; =1, n, =2, n; =4 und ny = 3 erkennen.

Man zeichnet ein Rechteck mit den beiden Ausgangszahlen x, und x; als
Seitenldngen. Dann trdgt man entlang der ldngeren Seite m; Quadrate mit der
Kantenldnge x; ab. Im Beispiel der Abb. 6.1 ist das das eine (n; = 1), grau dargestellte
Quadrat. Es bleibt ein Streifen der Breite x; iiber, x, < x;. In diesem Rechteck trdgt man
nun entlang der ldngeren Seite n, Quadrate der Kantenlidnge x, ab, u.s.w. Die Lénge des
letzten Quadrates ist der gesuchte ggT(xo, x).

Da die Kettenbruchentwicklung mit dem Euklidischen Algorithmus direkt
verkniipft ist, kann man aus der grafischen Veranschaulichung auch direkt die
Kettenbruchentwicklung ablesen.

2. Beispiel: Die Entwicklung von \/g in einen Kettenbruch.

=178 =14 (Bl = 14— =14

1 B+l

1+£ 1+ ! 1+L
2 2 J3+1
N

Hier kann man jetzt die Periode in der Kettenbruchentwicklung erkennen, denn
addiert man auf beiden Seiten 1, erhdlt man:

\/§+1=2+;1

14
NEE!

D.h. ¥3+41 kann wiederholt ersetzt werden durch den Abschnitt der Kettenbruch-
entwicklung, die auf der rechten Seite steht. Eine Ersetzung fiihrt dann zu
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\/§:1+;
1+
2+
1+

1
1

NE

Das fiihrt dann zur periodischen Fortsetzung der Kettenbruchentwicklung, so dass
man erhilt: \/g = [1; 1,2,1,2,1,2,...].

Die umgekehrte Aussage, ndmlich dass jede schlieBlich periodische
Kettenbruchentwicklung zu einer Quadratwurzel aus einer rationalen Zahl gehort,

wollen wir ebenfalls am Beispiel von \/5 demonstrieren.

D C
< X1 < X2 »
D c
€— X3 —P
A A’ B=B’

Abb. 6.2: Die grafische Darstellung zur Kettenbruchentwicklung von \/5

Die periodische Kettenbruchentwicklung beginnt im Rechteck ABCD. Hier wird
zunéchst ein Quadrat (Kantenlénge x,) weggenommen, dann zwei Quadrate (Kanten-
lange x;). Der verbleibende Rest ist das Rechteck A’B’C’D’, in dem sich die Quadrat-
wegnahme periodisch wiederholen soll. Damit dieses der Fall ist, miissen die
Rechtecke ABCD und A’B’C’D’ dhnlich sein. Das Verhiltnis entsprechender Seiten

AD 'D'
der beiden Rechtecke ist gleich. u = u (D
IpC|  [piC|
Fiir eine Vereinfachung der nachfolgenden Rechnung driicken wir alle Seitenléngen

durch x, und x; aus.

A, X

X, x, —2x,
(x2 + x)(x2 - 2x3) = X,Xy
Das fiihrt auf die Gleichung x,” —2x,x, — 2x;” = 0, die nach x, aufgelost wird. Die

geometrisch sinnvolle, positive Losung ist
X, =X, (1 + \/g )

Berechnet man damit x, und x; in Abhéngigkeit von x3, so erhdlt man:
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X, =x2+x3=x3(2+\/§)
Xy =X X, =x3(2+\/§)+x3(1+\/§)=x3(3+2\/§)

Nun kénnen wir zur Probe das Verhiltnis von xq zu x; ausrechnen, das \/5 sein

muss.

x, %(3+25)(2-43) (6-33+243-6) 5
N PP PR R R

Riickblickend konnen wir verallgemeinernd festhalten:

Allgemein fiihrt die Voraussetzung, dass die Kettenbruchentwicklung schlie3lich
periodisch wird, in der grafischen Veranschaulichung auf &hnliche Rechtecke. Der
Ansatz iiber die Verhéltnisse der Seitenléngen wie in (1) fithrt dann immer zu einer
quadratischen Gleichung, so dass in den weiteren Rechnungen nur Quadratwurzeln

auftauchen



