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4 Die geometrische Interpretation

In diesem und in den nachfolgenden Kapiteln werden wir verschiedene Gebiete der
Mathematik heranziehen, um die komplexe Struktur der Papierfaltungsworter weiter zu
analysieren und zu verstehen. In diesem Kapitel geben wir den Knickfolgen eine
geometrische Interpretation, was eine ganz wichtige und herausragende Betrachtungs-
weise ist, die in nachfolgenden Kapiteln wieder aufgegriffen wird.

Wir markieren wieder einen Papierstreifen am linken Ende und falten ihn auf die
gewohnte Weise, z.B. drei Mal. Fiir die weitere Betrachtung ziehen wir nun den
Streifen nicht einfach auseinander, sondern biegen die Streifenabschnitte so weit
auseinander, dass die Papiersegmente Winkel von 90° bilden.

Abb. 4.1: Der Papierstreifen der 3. Stufe, auf 90° aufgefaltet

Die nidchste Abbildung zeigt in einem computergenerierten Bild die ersten fiinf
Stufen der auf 90° aufgefalteten Papierstreifen.

Abb. 4.2: Die Stufen 1 bis 5 der auf 90° aufgefalteten Papierstreifen
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Fiir einfachere, schematische Darstellungen zeichnen wir die Papierstreifen nur
noch als Polygonzug, wobei wir senkrecht von oben auf die obere Kante des
Papierstreifens schauen und seine Breite vernachldssigen. Fiir das Erkunden von
RegelmiBigkeiten werden die Papierstreifen so ausgerichtet, dass der erste Abschnitt
von der Anfangsmarke A nach oben zeigt und der zweite Abschnitt nach links. Ein
abschlieBender Test besteht darin, dass der letzte Abschnitt nach links weisen muss. In
dieser Darstellung sehen dann die ersten 5 Stufen folgendermafien aus.

A _AI

L]

Abb. 4.3: Die ersten fiinf Stufen des Papierfaltens in der Polygondarstellung

In dieser schematischen Darstellung kénnen wir deutlich erkennen dass
- die Kantenlédnge von Stufe zu Stufe halbiert wird.

- die erste Hilfte eines Polygons die verkleinerte Kopie der vorhergehenden
Stufe ist.

Begriindung fiir die Dieser Darstellung entstammt auch die Kodierung der Knicke mit ,,.L* und ,,R*
Codierung mit L und R wenp wir auf einer Linie entlang laufen, ist jeder Knick eine Links- oder Rechtskurve,
die konsequenter Weise mit ,,L* oder ,,R* abgekiirzt wird. Die Orientierung der Papier-
streifen sorgt dafiir, dass die erste Kurve immer eine Linkskurve ist so wie wir in den

vorhergehenden Kapiteln darauf geachtet haben, dass der erste Knick ein Talknick ist.

Links— Links—
kurve kurve

Rechts—
kurve

Abb. 4.4: Die Knicke als Links- bzw. Rechtskurve
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Die Papierfaltungs- Fiir die formale Betrachtung geben wir eine exakte Definition der Papierfaltungs-
polygone ;olygone an.

Definition 4.1

(R")neN ist eine Folge von Polygonen, die folgendermaBlen in einem ebenen
0

Koordinatensystem definiert sind:
a. Die erste Polygonkante beginnt im Ursprung und verlduft entlang der positiven y-
Achse.
b. Das Polygon R besteht aus 2" Kanten der Linge (%)n
&
c. Zwischen den Kanten £ und k+1, 1<k <2" —1 ist ein Winkel von nz , wenn in
2

L
dem Wort w, an der Stelle £ ein {R} steht.

Beispiel:
w; = LLRLLRR AY
1
8
T
V
>
X
T
wi
Abb. 4.5: Das Polygon R; wird nach dem Wort w; gebildet.
R, R, R,
R6 R7 R8

Abb. 4.6: Die Polygone R; bis Ry
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Die geometrische
Interpretation des
Inflationsvorganges

Die Polygone R, sind genau nach dem Papierfaltungsvorgang gebildet, wobei der
Papierstreifen so aufgefaltet wird, dass die einzelnen Abschnitte rechte Winkel bilden
und der erste Streifenabschnitt nach oben, der zweite nach links zeigt. Insbesondere ist
die Gesamtlinge des Polygons konstant, da sie der Lénge des Papierstreifens ent-
spricht. Die Folge der Polygone (Rn )nENO hat als Grenzwert fiir n — o einen Punkt.

Diese Aussage ist keine groBe Uberraschung, denn das war schon eine Erfahrung mit
den Papierstreifen. Auch die Abb. 4.3 und 4.6 legen dieses nahe, denn die Kurvenziige
,werden immer kleiner®.

Wir wollen diese Aussagen dadurch begriinden, dass wir eine neue Folge O, von
Polygonen einfithren, die gegeniiber den Polygonen R, vergroflert sind. Die
Konstruktion der neuen Polygone orientiert sich am Inflationsgesetz. Abwechselnd
werden vor, zwischen und am Schluss eines Wortes ,,.L*“ und ,,R“ geschrieben. Die
Begriindung fiir diese Inflation haben wir in den Papierstreifen gefunden, die alle mit
einem weiteren Knick versehen wurden. Diesem Knicken eines Streifenabschnittes
entspricht im Polygon der Vorgang, dass auf eine Kante ein Dreieck aufgesetzt wird, so
dass aus einer Kante zwei gebildet werden.

Abb. 4.7: Auf eine Kante wird ein Links- oder Rechtsknick aufgesetzt.

Fiir die weiteren Betrachtungen ist besonders wichtig, dass die neuen Kanten in den
Endpunkten der alten Kante beginnen bzw. enden. Diesen Vorgang wollen wir nun
beispielhaft auf das Polygon R; anwenden. Auf jede Kante wird entsprechend Abb. 4.7
abwechselnd ein Links- und ein Rechtsknick gesetzt, beginnend mit einem Linksknick.

Abb. 4.8: Die Kanten (grau) des Polygons der 3. Stufe werden durch neue Kanten
(schwarz) ersetzt.
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Bestehende Knicke Tatséchlich ist der neue Linienzug ein Polygon zur 4. Stufe. Wir wollen uns kurz
bleiben erhalten iherzeugen, dass die Kurven des vorhergehenden Polygons korrekt, d.h. in derselben
Orientierung in das Polygon der nichsten Stufe iibernommen werden.

C B

A,

A

Abb. 4.9: Die Dreiecke hédngen iiber eine Drehung zusammen

Uber der Kante AB werden die Kanten AD und DB gezeichnet, iiber der Kante
BC die Kanten BE und EC . Dann bildet die Drehung um B mit —90° das Dreieck
ADB auf das Dreieck CEB ab. Somit ist der Winkel zwischen entsprechenden Kanten
gleich grof und in der gleichen Orientierung. Also bleibt der Linksknick zwischen den
Kanten AB und BC erhalten als Linksknick zwischen den Kanten DB und BE.
Durch die hier vorgestellte Konstruktion bleiben also die vorhandenen Knicke erhalten
und es werden wechselseitig neue Knicke eingefiigt, so dass der Inflationsprozess in
den Knickfolgen tatséchlich geometrisch nachgebildet wird.

Schaut man jedoch genau hin, so erkennt man, dass das entstandene Polygon nicht
das Polygon Ry ist, also das zu R; gehorige Polygon der 4. Stufe. Beim Papierfalten
werden die Kanten von Stufe zu Stufe halbiert, und die Gesamtfigur ,,wird kleiner*,
wihrend die Lange der Polygone gleich ist, es ist ja die Lange des Papierstreifens. Bei
der geometrischen Konstruktion zum Inflationsgesetz sind die neuen Kanten aber nicht
die Hélfte der vorhergehenden, sondern lédnger. Dadurch wird das Polygon von Schritt
zu Schritt linger und der Vergroferungsfaktor ist so gewihlt, dass zumindest die
Entfernung von Anfangs zu Endpunkt gleich grof3 bleibt.

Grenze zwischen Die passende Grofle zu finden ist ein kritischer Prozess, da er iteriert wird. Wird die
unendlich schrumpfen oder Entfernung vom Anfangs- zum Endpunkt verkleinert, so geschieht das fortgesetzt und
wachsen

beide Punkte sind im Grenzwert identisch. So passiert es beim realen Papierfalten.
Wird jedoch der Abstand vergroBert, so wichst die Figur im fortgesetzten Prozess iiber
alle Grenzen. Die passende Grofle zu finden und somit die kritische Grenze zwischen
Schrumpfen und Wachsen einzuhalten, erinnert an Phaseniibergéinge, wie sie in der
Physik in verschiedensten Phdnomenen vorkommen. Die nachfolgenden Untersuchun-
gen dienen einer genauen zahlenmifBigen Erfassung dieses Prozesses. Dann haben wir
auch genauere Mdglichkeiten, diesen Phaseniibergang néher zu analysieren.

Der VergroBerungsfaktor Insbesondere um die letzten Aussagen iiber die GroBe prizisieren zu konnen, werden
wir die Polygone, die nach dem geometrischen Inflationsgesetz gebildet werden,
definieren und untersuchen.

n+l

Abb. 4.10: Die Berechnung der neuen Kantenldnge
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Ist auf einer Stufe n die Linge einer Kante a,, so ist die Linge der Kante auf der
nachfolgenden Stufe n+1 nach dem geometrischen Inflationsvorgang:

1 f1 1
2 2 _ 2 2 2 _ _
+a, =a aso a = Ea" a, = Ea" — 5‘/2%

an+1

Folglich wird die Kante von Stufe zu Stufe nur um den Faktor \/g = %\/5 verkiirzt

und nicht mit dem Faktor % wie beim Papierfalten.

Wir haben damit den exakten Skalierungsfaktor fiir die Kantenlénge von Stufe zu Stufe
gefunden. Wir wollen nun analog zur Definition 4.1 neue Polygone definieren, die von
Stufe zu Stufe einige konstante geometrische Eigenschaften haben. Zum einen soll die
Entfernung vom Anfangs- zum Endpunkt konstant bleiben. Betrachtet man die
Verbindungslinie von Anfangs- und Endpunkt in den Abbildungen 4.3 und 4.6, so
erkennt man, dass sie von Stufe zu Stufen um 45° gegen den Uhrzeigersinn rotiert.
Dieses werden wir in den neuen Polygonen ausgleichen, so dass dann Anfangs- und
Endpunkt fiir die Polygone auf allen Stufen konstant bleiben. Wir legen den Anfang in
den Ursprung und den Endpunkt auf (1;0)

Definition 4.2

Die Polygone zum (Q”)nEN ist eine Folge von Polygonen, die folgendermaBlen in einem ebenen
0

Inflationsprozess
Koordinatensystem definiert sind:

a. Die erste Polygonkante von O, beginnt im Ursprung und schliet mit der positiven

. . T,
x-Achse einen Winkel von —n'Z ein.

n 1 n
b. Das Polygon Q, bestehtaus 2" Kanten der Léinge (%J :[E\Ej .
2

V3

c. Zwischen den Kanten k und k+1, 1<k <2" —1 ist ein Winkel von 2 , wenn in
T
2

L
dem Wort w, an der Stelle £ ein {R} steht.

Y

Abb. 4. 11: Das Polygon s
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Abb. 4.12: Die Polygone Q5 bis Qg

Definition 4.3

Bezeichnung der Bezeichnung der Ecken in den Polygonen Q,
Eckpunkte Der fte Punkt im Polygon O, wird mit P,; bezeichnet, k=0,...,2", wobei der
Anfangspunkt (der Ursprung) fiir alle n € N, mit P, , bezeichnet wird.

Die Definition der Polygone (O, geschieht anlog zur Definition der Papierfaltungs-
polygone R, in Definition 4.1. Die Beschreibung von Q, ist unabhingig von Q,.;, so
dass nicht notwendigerweise klar ist, ob die Eckpunkte eines Polygons O, mit jedem
zweiten Eckpunkt des Polygons O, iibereinstimmen, dass also die Konstruktion
wirklich durch den oben beschriebenen geometrischen Inflationsvorgang geschieht.
Dieses wird im nachfolgenden Satz formuliert und bewiesen.

Satz 4.1
Firalle ne N, und alle k, 1 < k< 2" gilt: Py 25 =P, s
Beweis
A
P
nt+l,1 Pn,O o
T J -
4 T
Za%
4
{ Pug=Pur12k
Pi =i ~—— Pur12641
P12 ~

P11 = Puripg-1) Povigir Pt = Povi gy

Abb. 4.13: Benennung der Eckpunkte
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Die Grofie der Polygone

Fall 1: k=1
Nach der Definition 4.2 schlieBt die erste Kante von Q, mit der positiven x-Achse

. . T . . .
einen Winkel von —nz ein und die erste Kante von (,.; einen Winkel von

—(n+1 r . Folglich ist im Dreieck P, oP,+11P,1 der Winkel bei P, o r . Das Dreieck ist
4 < ' T T4

nach Definition 4.2 gleichschenklig. Da die Kanten im Polygon O, um den Faktor B
langer sind als die Kanten von Q,, ist der Endpunkt P,; der ersten Kante des
Polygons Q, gleich dem Endpunkt P,+ , der zweiten Kante des Polygons Q,+;.

Fall2: 1 <k<2"

Fall 2a: Im Wort w,,4; steht an der Stelle 24-1 ein ,,L*.

Das heif3t, dass im Punkt P, 5;; die Kanten einen Winkel von —% bilden. Dann steht

im Wort w,;; an der Stelle 2k+1 ein ,,R* und die Kanten bilden im Punkt P,; 54, einen

Winkel von % . Nach Satz 2.2 a) und Satz 3.1 ist im Wort w,+; das Symbol am Platz

2k das gleiche wie im Wort w, das Symbol am Platz k. Diese Voraussetzungen stellen

sicher, dass durch Drehung um i% um den Punkt P,; die Kante P, _ P auf

P P, ,de Kante P, P .. auf P P .. unddiec Kante P2ty Prrtzit
auf P50 Pioqe, abgebildet wird.

Damit folgtaus P, , =P, auwch P, =P

n nk+l *

Fall 2b: Im Wort w,.; steht an der Stelle 24-1 ein ,,R*.

Das heif}t, dass im Punkt P,., 5, die Kanten einen Winkel von % bilden. Dann steht

im Wort w,+; an der Stelle 2k+1 ein ,L“ und alle weiteren Argumentationen laufen
analog zum Fall 2a.

Folgerung:
Die Polygone Q, enden alle im Punkt Pn = (0;1), da Qp laut Definition im Punkt

Py,1 =(0;1) endet.

Die mathematischen Betrachtungen prézisieren, was man darunter versteht, dass die
Polygone, die durch die geometrische Inflation entstehen, gleich gro bleiben. Denn
alle 2"+1Eckpunkte eines Polygons Q, sind auch Eckpunkte aller nachfolgenden
Polygone Oy, k > n. Wie kdonnen wir aber genauer belegen, dass die Papierfaltungs-
polygone R, immer kleiner werden und schlieBlich auf einen Punkt schrumpfen? Und
zwar mit einer genaueren Begriindung, also nicht nur ,,durch Hinsehen®, wie es die
Abb. 4.6 andeutet. Vergleichen wir zunéchst die beiden Polygone, indem wir sie
mafstabsgerecht geméf den Definitionen 4.1 und 4.2 darstellen. (Sieche Abb. 4.14)

Dabei ist das Polygon Q, gegeniiber dem Polygon R, um den Faktor (\/5 )n gestreckt,
n=0,1,2,3,... .
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Eine Abschétzung fiir die
Polygone Q,

b le e

Abb. 4.14: Vergleich der Polygone R, bis R; (obere Reihe) mit den Polygonen O, bis
05 (untere Reihe)

Da fiir die Polygone Q, die Entfernungen des Anfangspunktes A zum Endpunkt fiir
alle ne N, gleich bleibt, und die Polygone O, gegeniiber den Polygonen R, um den

Faktor (v2)  gestreckt sind, miissen bei den Polygonen R, Anfangs- und Endpunkt
g

immer dichter zusammen liegen. Genauer betrachtet ist diese Entfernung im Polygon

R, (%j , was im Grenzwert schlieBlich Null wird. Anfangs- und Endpunkt sind dann

gleich. Dieses Zusammenriicken der beiden Enden des Polygons beweist aber noch
nicht, dass die Polygone R, auf einen Punkt zusammenschrumpfen. Betrachten wir
dazu folgendes Beispiel:

A E
A E A
Abb. 4.15: Hier riickten Anfang- und Endpunkt immer dichter zusammen

Wir biegen eine Linie zu einem regelméBigen Dreieck, Viereck, Fiinfeck, u.s.w.,
lassen aber immer eine Seite offen. Der Polygonzug von A nach E soll dabei immer die
gleiche Lange haben. Hier kommen auch Anfangs- und Endpunkt immer dichter
zusammen, die Figur als Ganzes schrumpft aber nicht auf einen Punkt zusammen,
sondern formt sich zu einem geschlossenen Kreis mit Radius grofer Null.

Fiir einen stichhaltigen Beweis schitzen wir die Grofe der Polygone Q, durch eine
Folge von Kreisen (Kn) ab. K, ist der Kreis um den Punkt (0,5;0) mit dem Radius

neN,
0,5. Dieser Kreis enthédlt Qp und auch Q). Fiir das Polygon (O, konnten wir nun
ebenfalls einen Kreis mit minimalem Radius angeben, der O, ganz enthilt. Diese
Berechnungen wiirden aber immer komplizierter werden. Deshalb berechnen wir die
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Kreisradien fiir die Folge der Kreise nach einem einfachen Prinzip, das einerseits zwar
sicherstellt, dass das Polygon Q, immer im Kreis K, liegt, das aber andererseits die
Kreise grofler werden ldsst als eine minimale Umfassung. Es handelt sich also um eine
geometrische Abschétzung der Polygone nach oben.

Abb. 4.16: Abschitzung des Polygons Q, durch den Kreis K,, dessen Radius um die
Kantenldnge des Polygons O, groBer ist als der Radius von K,

Die Punkte des Polygons Q,.; sind auch Eckpunkte des Polygons O, und die neuen
Punkte werden nach der geometrischen Interpretation des Inflationsgesetzes zwischen

1 "
die vorhandenen Punkte gesetzt. Da die Kantenldnge des Polygons O, (E\E ) ist,

1 .
muss das Polygon @, in einem Kreis mit dem Radius » =r_ + [5 \/5 J liegen, wenn

der Kreis K,; um (0,5;0) mit dem Radius r,; das Polygon Q, vollstindig um-
schlossen hat.

Betrachten wir die ersten Schritte dieses Verfahrens:

Stufe n Radius des Kreises K,

0 1

: g:rﬁ[uzj:;@ 2+(;ﬁj+(;ﬁf

Aus diesen Beispielen ist unmittelbar einsichtig, dass allgemein gilt:
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1 n
1ow(1 =)y 1 a1 Y 11_[2\Ej
SN C Iy B
k=0 1_7\/5
2
Der Radius der Kreise wird also iiber eine geometrische Reihe berechnet, deren

Grenzwert fliir n — oo existiert. Dieser Grenzradius r, der den Kreis um den Mittel-
punkt (0,5;0) bestimmt, der alle Polygone Q ,n € N umschlieft, ist:

r=—l+;=§+\/5z2,914

e

S~ -

—_—

Abb. 4.17: Q1 und der berechnete Grenzkreis, der alle PolygoneQ ,neN  um-

schlie3t. Das Gitter hat eine Weite von 1.

Wir haben damit gezeigt, dass die Polygone Q ,ne N  durch einen Kreis mit

endlichem Radius nach oben abgeschitzt werden konnen, was beweist, dass sie eine
endliche GroBe behalten. Damit konnen wir aber auch beweisen, dass die Polygone
R ,neN_ , die zum eigentlichen Papierfaltungsprozess gehoren, gegen einen Punkt

n’

konvergieren miissen.
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Die Papierfaltungs-
polygone schrumpfen auf
einen Punkt

Der Grenzwert fiir n—oo

Wie wir oben schon gesehen haben, sind fiir eine Stufe » die Polygone R, und Q,

1 n
ahnlich, wobei R, gegeniiber dem Polygon Q, um den Faktor (5 \/5 j gestaucht ist.

1—(;\/5]'1
1—%\5

nach oben abgeschitzt werden kann, so kann das Polygon R, durch einen Kreis mit

Wenn nun das Polygon @, durch einen Kreis mit dem Radius r =——+

1 1_(; 2} 1 =Y 1Y
dem Radius s =|-——+——— | =v2 | =r | =+2 | nach oben abgeschitzt
g 2 1 2 "2
1—5\/2

werden. Fiir den Grenziibergang n — oo strebt r, gegen einen endlichen Wert, wéhrend
1 5) . . .
der Faktor (5 \/5 j gegen 0 strebt, mithin also auch die Radien s,. Damit miissen die

Polygone R, gegen einen Punkt konvergieren.

Nach der Definition der Worter w,,n € N haben wir im Kapitel 2 (Definition 2.5) die

Papierfaltungsfolge @ als Grenzwert der Worter w, definiert. Dieses war mdglich, da
die Worter w, das vorhergehende Wort w,_; vollstindig iibernommen haben. Die Frage,
ob auch die Polygone O, einen Grenzwert besitzen, ist schwerer zu beantworten. Dazu
miissen wir zunidchst den Grenzwert definieren und dann beweisen, dass er der
Grenzwert der Polygonfolge (Qn) ist.

neNg

Die Polygone O, werden durch die Eckpunkte P,; und ihre Verbindungslinien
definiert. Im Grenzwert n—> o verschwinden aber die Verbindungslinien, da ihre
Linge gegen Null konvergiert.

Definition 4.4
Die Menge aller Eckpunkte des Polygons Q ,ne N wird mit Q ' bezeichnet.

In Definition 4.3 hatten wir die Punkte des Polygons O mit P , k=0,1,..2"
bezeichnet. Also kénnen wir auch schreiben: Q '= {Pn’k |k=0, 1,2,...,2"}. Fiir den

Grenzwert dieser Punktmengen definieren wir nun die Menge aller Grenzwerte von
Punktfolgen, deren Folgenelemente Elemente aus den Q ' sind. Diese Menge umfasst

alle O ', enthilt aber noch weitere Punkte, die keine Eckpunkte eines Polygons sind.

Diese Menge nennt man die abgeschlossene Hiille oder kurz den Abschluss.

Definition 4.5

Der Abschluss der Vereinigung aller Eckpunktmengen wird mit Q bezeichnet.

o=Uo'
k=0

Satz 4.2
Die Menge Q ist der Grenzwert fiir die Polygonfolge (Qn)

neNg
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Der Heighway-Dragon

Beweis

Fiir den Beweis miissen wir zeigen, dass in jeder &Umgebung von Q fast alle Polygone
0, liegen. Wir miissen also zeigen, dass es fiir jedes € >0 ein N € N gibt, so dass fiir
alle n > N die Q, in der e-Umgebung von Q liegen.

Sei U,, (e)z {X | X' Punkt der Ebene und d(X, P, )< 8} die &-Umgebung um den

Punkt P, ;. Sei €> 0. Dann gibt es ein N € N mit

G\EJN+(%JEJNH+GJEJM+...zg(%\/ijk :[;ﬁj””; .

] <
1- 2
2
1 N
Die Kantenlinge im Polygon @, ist (Eﬁj . Nach der oben dargestellten Ab-

schitzung liegen alle weiteren Polygonabschnitte zwischen zwei aufeinander folgenden
Punkten Py und Py von @, innerhalb des Kreises um den Mittelpunkt jeder Kante

N
1 1 1
von O, und dem Radius —\/5 ——+———|. Damit liegen diese Polygon-
2 2 1 \/—
1-—+/2
2
abschnitte auch in der e&-Umgebung des Kantenmittelpunktes. Die Kantenmittelpunkte
sind aber Elemente von @, .

Damit liegen alle Polygone O, n > N in der &-Umgebung von 0, , und damit der &-

Umgebung von Q.

Py a1

Abb. 4.18: Die &-Umgebung um den Mittelpunkt der Kante P, P, , .

Die grafische Darstellung der unendlichen Punktmenge Q ist nicht moglich. Wie so
oft geniigt auch hier ein Folgenglied mit geniigend hohem Index, um den Grenzwert
genau genug zu veranschaulichen.

Die Polygone Q, besitzen als Grenzwert eine Figur, die wegen des ,,ausgefransten
Randes zu den Fraktalen gezdhlt wird. Es wird nach seinem Entdecker auch
,Heighway-Dragon genannt.

Diese Verwandlung des Grenzprozesses von dem langweiligen ,,schrumpft auf
einen Punkt® zu dem hochinteressanten Fall ,,hat ein Fraktal als Grenzwert* liegt in der
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VergroBBerung der Polygone O, gegeniiber den Papierfaltungspolygonen R, um den

Faktor (\/E)n

Der Vergrofierungsfaktor
\/5 ist etwas Besonderes

Abb. 4.19: Q)6 als Anndherung an die Grenzfigur O

Da der VergroBerungsfaktor \/5 also etwas Besonderes produziert, erhebt sich die
Frage, wie das Grenzverhalten fiir andere Vergroferungsfaktoren aussieht.

Fiir die Papierfaltungspolygone R, hatten wir als Radius fiir den umschlieBen-
1 n
- [25] e
—_— —\/E =r —\E gefunden. Der Vergrofier-
1 2 "\ 2
- V2

. 1
den Kreis s, =|-o+

ungsfaktor (\/5) , der den Ubergang von den Papierfaltungspolygonen R, zu den

Polygonen (, skaliert, geht in der umgekehrten Richtung iiber den Kehrwert
1

()

Wir nehmen nun an, dass wir neue Polygone S ,ne N definieren, die zu den

= (%\E J in die Radien der abschitzenden Kreise ein (siche Abb. 4.20).

Polygonen R, dhnlich sind, aber gegeniiber diesen um den Faktor g € R" skaliert sind.
Dann konnen diese Polygone S, wiederum durch Kreise abgeschitzt werden, deren
Radien ¢, gegeniiber den Radien s, mit ¢" skaliert sind. Kurz: ¢, =s -¢". Fiir den Fall

q= \/5 gehen die Polygone S, iiber in die Polygone (,, die ein Fraktal als Grenzwert

haben. Wir wollen nun zeigen, dass der Skalierungsfaktor g = \/5 etwas Besonderes

ist und eine Grenze darstellt zwischen zwei prinzipiellen Verhaltensweisen.



Reimund Albers Papierfalten Kapitel 4 Die geometrische Interpretation 67

Polygone: QO Lz)” R S L R
0 0 0 0
. (ﬁ) i
Radien: . s, 4 - s,
" 1
(32) {2

Abb. 4.20: Der Zusammenhang zwischen den Polygonen und den Radien der zuge-
horigen, abschétzenden Kreise

Den Grenziibergang lim ¢, kdnnen wir einfach berechnen, wenn wir die Radien ¢,
n—yeo

auf die Radien r, der Polygone Q, beziehen, denn diese besitzen einen Grenzwert.
1 n n
lims = lims -¢" = lim r 2 -q" = lim r 4
n—oee " poe n—e "\ 2 n—soo \/5

L . . . . 3
Wie wir oben gezeigt haben, ist der Grenzwert der Radien r, r = lim r = —+ \/E ,
n—oo

n
so dass der Grenzwert der Radien ¢, nur vom Ausdruck (%j bestimmt wird.
2

Der Faktor (%j strebt genau dann gegen Null, wenn 0 < ¢ < \/5 ist. Dann
2

ist der Grenzwert der Radien #, der umschlieBenden Kreise Null, und damit schrumpfen
die Figuren, die ganz in diesen Kreisen liegen, auf einen Punkt.
Wihlt man nun ¢ >\/§ , so wachsen die Radien ¢, tiber alle Grenzen. Die

Kreise waren aber nur eine Abschitzung der Polygone S, nach oben und wenn wir
feststellen, dass die Kreise unendlich groB3 werden, muss das noch nicht fiir die
Polygone S, selbst gelten.

Betrachten wir noch einmal die Konstruktion zum Inflationsgesetz:

n+1,2(kH)

Pt P =
w1 2(kH)
P12+
|
{1 2k
Ppioki1
Poi=Purion Pk =Purior Poi=Purion

g=1 g=2 q>\2

Abb. 4.21: Fiir ¢ = 1 haben wir die Papierfaltungspolygone R,, fiir q=\/5 die

Polygone O, und fiir q>\/§ erhalten wir Polygone, die immer grofer

werden.
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Analogie zum
Phaseniibergang...

... und astronomischen
Vorgingen

In der Mitte der Abb. 4.21 sehen wir die Konstruktion der Polygone Q,, links
diejenige fiir das originale Papierfalten, bei dem jede Kante des nachfolgenden
Polygons halb so lang ist wie die vorhergehende. Dabei wird die Entfernung

P P P P

12k DL 2(k+1) kleiner als die Entfernung ok ksl

, was zur Folge hat, dass der

Anfangs- und der Endpunkt der Figuren von Iterationsschritt zu Iterationsschritt kleiner

wird und die der Grenzwert der Polygone R, letztlich ein Punkt ist. Ist nun ¢ > \/5 , SO
P P

n+1,2k " n+1,2(k+1)

P P

nk= nk+1

wird grofer als , womit in jedem Polygon S, die Ent-

um denselben Faktor wichst.

n

fernung vom Anfangspunkt P,, zum Endpunkt Pn )

Daraus folgt, dass im Grenzwert fiir n — oo dieser Abstand iiber alle Grenzen wéchst
und somit die Grenzfigur selbst auch.
Polygone

schrumpfen auf
einen Punkt

Polygone
werden
unendlich grof3

\ 4

0 N q

Abb. 4.22: Ubersicht iiber den Skalierungsfaktor g

Wir sehen, dass der Skalierungsfaktor g = \/5 eine Besonderheit darstellt. Nur fiir

diesen Fall besitzt der Iterationsprozess eine interessante Grenzfigur. Ist g kleiner,
schrumpfen die Figuren auf einen Punkt, ist ¢ groBBer, wachsen sie iiber alle Grenzen.

Wie Davis und Knuth in [P03], Theorem 4, zeigen, ist die fraktale Grenzkurve (der
Heighway-Dragon, Abb. 4.19) eine flichenfiillende Kurve.

Stoff ist fest Stoffist fliissig

0 Schmelzpunkt t

Abb. 4.23: Der Phaseniibergang am Schmelzpunkt

Dieses erinnert stark an physikalische Situationen, in denen sich in Abhdngigkeit
einer physikalischen Gréfie ein Zustand abrupt dndert. So geht Wasser in Abhéngigkeit
von der Temperatur bei 0°C vom festen in den fliissigen Zustand iiber oder ein
ferromagnetischer Stoff verliert bei einer speziellen Temperatur, der Curie-Temperatur,
seine magnetische Eigenschaft. Solche Veridnderungen nennt man Phaseniibergéinge.
Dabei kommt der Grenze selbst allerdings keine spezielle Eigenschaft zu.

Dafiir, dass der Grenze selbst eine eigene Qualitit zukommt, findet man in der
Astronomie Beispiele. Wird ein neuer Komet entdeckt, so gibt es fiir sein Verhalten in
Sonnennihe zwei prinzipielle Moglichkeiten: seine Energie liegt unter einer Grenze, so
dass er auf einer (moglicherweise lang gestreckten) elliptischen Bahn um die Sonne
fliegt. Das bedeutet, dass er nach einer gewissen Zeit wieder sichtbar werden wird.
Oder seine Energie ist iiber der Grenze, so dass er sich auf einer hyperbelférmigen
Bahn bewegt und daher das Sonnensystem wieder fiir immer verlassen wird. Hat der
Komet exakt die Grenzenergie (was in der Praxis sehr unwahrscheinlich ist), so bewegt
er sich auf einer parabelférmigen Bahn. Da zu Beginn einer Neuentdeckung die Daten
nicht ausreichen, zwischen den beiden wahrscheinlichen Fillen zu unterscheiden,
berechnen die Astronomen die ersten Vorhersagen genau mit der Grenzsituation, der
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parabelférmigen Bahn, bis weitere Beobachtungen, insbesondere Abweichungen von
der Parabelbahn, eine Entscheidung zulassen.

Hinweise fur eine unterrichtliche Behandlung

1. Unterrichtsvorschlag (zur Konstruktion der Polygone Q)

angesprochene schulmathematische Themen
Satz des Pythagoras

Benotigte Materialien
Geodreieck, Zirkel

Ziel des Unterrichts

Die Schiilerinnen und Schiiler sollen die geometrische Inflation fiir verschiedene
Stufen konstruieren und den dabei verwendeten VergroBerungsfaktor berechnen.

Ablauf

Man gibt den Schiilerinnen und Schiilern Bilder mit dem Polygon Qs und erldutert
ihnen, wie abwechselnd Dreiecke auf die vorhandenen Kanten gezeichnet werden soll.
Das neu entstandene Polygon soll analysiert und als Q4 erkannt werden. In der Regel
mdchten die Schiilerinnen und Schiiler dieses Ergebnis sofort ein weiteres Mal
iiberpriifen, so dass man eine Zeichnung von Q4 zur Hand haben sollte.

Bei der Besprechung sind drei Eigenschaften herauszuarbeiten

a. Durch die Dreieckskonstruktion werden abwechselnd Links- und Rechtsknicke
eingefiigt. (siche Abb. 4.8)

b. Die vorhandenen Knicke werden unverindert in die neue Konstruktion
iibernommen. (sieche Abb. 4.9)

c. Die so konstruierten Polygone unterscheiden sich in der Gré8e von den Polygonen,
die durch den Papierfaltungsprozess entstehen. Der neue Verkiirzungsfaktor ist zu
berechnen (siehe Abb. 4.10) und der Skalierungsfaktor zwischen den beiden Polygonen
0, und R, auf der entsprechenden Iterationsstufe. (siche Abb. 4.14)

2. Unterrichtsvorschlag (zur GrolRe geometrischer Figuren)

A E

O

angesprochene schulmathematische Themen

Abb. 4.15 von Seite 61

reguldre Vielecke, Kreisberechnung

Benotigte Materialien

Geodreieck, Zirkel (Geometriesoftware)
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Ziel des Unterrichts

Die Schiilerinnen und Schiiler sollen die konkreten Rechnungen zur Abbildung 4.15
durchfiihren .

Ablauf

Die Schiiler sollen die reguldren Vielecke so berechnen, dass die Polygonziige von A
nach E die gleiche Lénge haben. Zusitzlich soll jeweils die Lénge der offenen Kante
AE bestimmt werden und der Radius des Umkreises des Polygons.

Diese Betrachtung ist dann besonders lohnend, wenn bereits das Archimedische
Verfahren zur Berechnung der Zahl © durchgefiihrt wurde, da hier dieses Verfahren
letztlich umgekehrt wird.

Normiert man die Lange des Polygonzuges von A nach E zu 1, erhélt man fiir die
Radien folgende Losungen:

Eckenzahl Radius des offenen Polygons
3 r3=%\/gz0,2887
4 r4=é\/§:0,2357

5 g=$(5+\@) 2(5—\6)z0,2127

1
6 7y =5=0,2000

1
im Grenzwert r=—=0,1592
2w

3. Unterrichtsvorschlag (zur Abschatzung der Polygone durch Kreise)

Normalerweise kommt der Begriff der Abschédtzung in der Schule nicht vor. Hier
hat man die seltene Gelegenheit, das Thema sehr anschaulich behandeln zu kénnen. In
einer grafischen Darstellung kann man immer die eigentliche GréBe (das Polygon Q,)
und die Abschitzung (der Kreis um Q,) vergleichen. Weiterhin kann man deutlich
machen, dass auch eine recht grobe Abschétzung sinnvoll ist.

angesprochene schulmathematische Themen

Abschétzung, geometrische Reihe

Benotigte Materialien

Geodreieck, Zirkel, Farbstifte, (Taschenrechner)

Ziel des Unterrichts

Die Schiilerinnen und Schiiler sollen die Idee einer Abschétzung erfahren und
konstruktiv durchfiihren.

Ablauf

Die Schiilerinnen und Schiiler zeichnen schrittweise die Polygone Qy, Qi, O, ... und die
zugehorigen Kreise flir die Abschitzung.
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Tipps zur Durchfuhrung

Jedes Polygon und der zugehdrige Kreis sollen in einer eigenen Farbe gezeichnet
werden. So ist die Zuordnung deutlicher und man kann mehrere Figuren in eine
Zeichnung zeichnen. Arbeitet man auf dem iiblichen Karopapier, sind die Polygone

leicht zu zeichnen.

Das Koordinatensystem sollte stets von -0,25 bis 1,25 auf der x-Achse und von -0,75

bis 0,25 auf der y-Achse gezeichnet werden. Fiir die Einteilung der Koordinatenachsen
bieten sich mehrere Moglichkeiten:

Der erste Kreis hat den Radius

1
2

abmessen und
- ,anlegen*

\
— i
Radius fiir den \ ; )
. A} ’
ersten Kreis fi N\ / /
@§— zweiten Kreis ~
€———— dritten Kreis »

. Mittelpunkt fiir alle Kreise ist der Punkt (%; 0)

Abb. 4.24: Eine Zeichnung mit O, und QO; und der Bestimmung der zugehdrigen
Kreisradien r», und r3 durch Ubertragen der entsprechenden Strecken
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Einheit =4 cm Dann kann man auf ein DIN A4 - Blatt drei Zeichnungen machen, in
denen man unterschiedliche Polygone zusammenfasst. Das 0., 1. und 2. in der ersten
Zeichnung, das 2., 3. und 4. in der zweiten und das 4., 5. und 6. Stufe in der dritten
Zeichnung. Die grofiten Kreise in den einzelnen Zeichnungen haben die Radien

3,42 cm, 5,13 cm und 6,00 cm. Der Beginn einer neuen Zeichnung sollte immer darin
bestehen, dass man das zuletzt gezeichnete Polygon zunéchst abzeichnet und dann die
folgenden beiden zeichnet.

Einheit =6 cm Hier kann man zwei Zeichnungen auf ein DIN 4 - Blatt anordnen.
Die Zeichnungen sind zwar etwas groBer als fiir eine Einheit =4 cm, trotzdem kann
man mit einfacher Orientierung an den Késtchen nur bis zum 5. Polygon kommen.
Gruppieren Sie 0., 1., 2. und 3. in eine Zeichnung und 3., 4. und 5. in die zweite. Die
maximalen Radien sind 6,63 cm und 8,44 cm, bei guter Anordnung iiberlappen sich die
Kreise der beiden Zeichnungen nur sehr wenig.

Einheit =8 cm Dann kann man nur eine Zeichnung zentral auf einem DIN A4 - Blatt
unterbringen, und schon der Kreis zum 5. Polygon passt nicht mehr vollstindig auf das
Papier. Allerdings erhélt man hier grof3e, iibersichtliche Figuren und kann bei einfacher
Orientierung am Késtchenmuster bis Qg gelangen (eine FleiBaufgabe mit 256 Kanten).
Man sollte aber nie mehr als 4 Stufen in einer Zeichnung unterbringen, das wird auch
bei Verwendung von Farben zu uniibersichtlich. Der groBte Kreis (8. Stufe) hat einen
Radius von 12,8 cm.



