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Didaktische Uberlegungen

Probleme in der universitaren Lehrerausbildung

Das inhaltliche Problem

Die doppelte
Diskontinuitiit

Der Ubergang von der schulischen zur universitiren Mathematikausbildung ist
schwer und wird von vielen als Bruch oder (sehr hohe) Schwelle empfunden. Diese
Diskontinuitit erschwert den Beginn eines mathematischen Studiums (egal mit
welchem Studienziel) fiir die Studierenden, und wird manchmal auch von den
Lehrenden provoziert. ,,Vergessen Sie einmal alles, was Sie in der Schule gelernt
haben!* ist nicht selten ein Rat in einer mathematischen Anféngervorlesung. Die
Schwierigkeiten resultieren zum einen aus den verstirkten Anforderungen an
mathematisches Grundwissen, das zum Teil in der Schule nicht vermittelt wurde oder
wieder in Vergessenheit geraten ist. Begriffe und Grundlagen z.B. der Mengenlehre,
Logik oder Geometrie sind einfach nicht (mehr) prasent. Dazu kommt der
systematische, axiomatisch-deduktive Aufbau des Stoffes mit seiner starken Orien-
tierung auf Beweise. Hier tut sich fiir die meisten Studienanfénger eine ungewohnte
Welt auf, die erfahrungsgeméal groBe Schwierigkeiten bereitet.

Wihrend Studierende mit dem Ziel Diplom an dieser Hiirde bewusst arbeiten, da
sie mit einer starken Fachorientierung ihr Studium beginnen und in diese neue Welt
wirklich tief eindringen wollen, fehlt Lehramtsstudierenden héufig diese Motivation.
Nach meiner eigenen Erfahrung ist die Bereitschaft, sich fachlichen Problemen zu
stellen, bei Studierenden fiir das Lehramt an Grund- und Sekundarschulen noch deut-
lich geringer ausgeprégt als bei Studierenden fiir das Gymnasiallehramt.

Diese mangelnde Bereitschaft schldgt sich oft in dem Einwand nieder ,,Wozu muss
ich das lernen? Das brauche ich doch sowieso nicht in der Schule“. Nach einer
Befragung von Studierenden an der Universitit Miinster gehen Verstehens- und
Akzeptanzprobleme Hand in Hand'. Diese Akzeptanzprobleme sollte man von Seiten
der Lehrenden jedoch nicht voreilig als Ausrede von nachldssigen Studentlnnen
wegwischen.

Der Bruch mit der schulischen Mathematik wird von Lehramtsstudierenden
letztlich doppelt wahrgenommen, denn die Schulmathematik ist nicht nur die Basis, auf
der sie stehen, die Vergangenheit, sondern sie ist auch die Zukunft, der Inhalt ihrer
beruflichen Pldne (anders als bei Diplom-StudentInnen).

Bereits Anfang des 20. Jahrhunderts beklagte der fiir die gymnasiale Schulreform
einflussreiche Mathematiker Felix Klein die Defizite der Lehrerausbildung und
beschrieb die inzwischen beriihmte ,,doppelte Diskontinuitdt™:

,Der junge Student sieht sich am Beginn seines Studiums vor Probleme
gestellt, die ihn in keinem Punkte mehr an die Dinge erinnern, mit denen er sich
auf der Schule beschdftigt hat; ... Tritt er aber nach Absolvierung des Studiums ins
Lehramt iiber, so soll er plotzlich eben diese herkommliche Elementarmathematik
schulmdpig unterrvichten; da er diese Aufgabe kaum selbstindig mit der Hochschul-
mathematik in Zusammenhang bringen kann, so wird er in den meisten Fillen
recht bald die althergebrachte Unterrichtstradition aufnehmen® (Klein 1924)2

Auch neuere Studien belegen, dass dieses Problem auch nach 80 Jahren noch weiter
besteht:

,Es ist eine durch empirische Studien erhdrtete Tatsache, dafp Lehrer, von der

!siche Stein in [D09]
2 zitiert nach [D03]
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Das methodische Problem

Ein einseitiges Bild von

Universitdt entlassen, ihren Unterricht in der Regel nach dem Muster des eigenen,
seinerzeitigen Unterrichts gestalten. Das fachliche Mathematikstudium hat in der
Regel wenig Spuren hinterlassen; das Studium wurde sehr oft nur als ldstiges
Zwischenstadium zwischen Schule und Schule empfunden.* (Reichel 2000, S. 3»3»)3

Es ist also nicht verwunderlich, wenn StudentInnen die universitidre Ausbildung als
eine notwendige, aber wenig sinnvolle Zeit einstufen, die man iiberstehen muss, um die
beiden schulischen Enden dann letztlich zu verbinden - die eigene Schulzeit in der
Vergangenheit und die schulische Tétigkeit als LehrerIn in der Zukunft. Solch ein
Denken fordert Akzeptanzprobleme erheblich.

Die universitdre Ausbildung ist neben der Referendariatszeit die Phase, in der
zukiinftige LehrerInnen fiir ihren Beruf vorbereitet werden. Hier sollen sie lernen, was
nach den neuesten Erkenntnissen guter Unterricht ist und wie man ihn realisiert. Das ist
die eine, die offizielle Seite der Ausbildung. Aber es gibt noch eine andere, eine
verdeckte, deren Wirksamkeit man nicht unterschétzen darf: die am eigenen Leib
erfahrene Methode, Mathematik zu lehren, die gerade dann, wenn der junge Mensch
sich fiir den Lehrerberuf entschieden hat, besonders bewusst erlebt wird. Das ist im
universitdren Alltag der ersten Semester die Vorlesung vor ungefihr 100 StudentInnen,
in der in einer Einbahnkommunikation der Lehrer (Professor) den Schiilerlnnen
(StudentInnen) von Mathematik erzéhlt in dem klassischen Aufbau Satz - Beweis -
Folgerung - Beispiel.

,,Die Methoden der Vermittlung an der Universitit sind einseitig fixiert auf die
reine Instruktion durch die klassische Vorlesung, und die ,, Ubungen* folgen in der
Regel noch immer dem selben Instruktionsmuster, nicht selten sind sie reduziert
auf ritualisiertes Vorrechnen von , perfekten’Musterlé'sungen.“4

Dieses Problem ist nicht auf die Lehrerausbildung in Deutschland beschrinkt, so
nennen Th.Cooney und H.Wiegel5 die ,altbekannte Weisheit” ,teachers teach as they
were taught, not how they were taught to teach”. Dieser Mangel im methodischen
Vorgehen ist manchem Lehrenden bewusst und sie raten dann zu genau dem
,,/Ausblenden‘ des universitiren Abschnitts ,,Das konnen Sie in der Schule natiirlich so
nicht machen®“. Was fiir die Methoden angeraten wird, darf aber inhaltlich nicht
geschehen (s.0.), eine gespaltene Situation, die die Studierenden ratlos machen kann.

In neuester Zeit kommt ein weiteres Problem hinzu durch die verdnderte Sicht auf

Mathematik Lernprozesse und das damit verbundene Bild von Mathematik.

wDurch den klassischen, systematischen, axiomatisch-deduktiven Aufbau der
Fachveranstaltungen wird den Studierenden die Wissenschaft Mathematik in der
Regel als fertiges, in sich geschlossenes System vermittelt. Dabei spielen die
urspriinglichen  Problemstellungen, die Prozesse der Begriffsbildung und
Theorieentwicklung der jeweiligen Gebiete, nur eine untergeordnete Rolle. Die
Methoden der Vermittlung sind einseitig fixiert auf die reine Instruktion durch die
klassische Vorlesung.«°

Ganz dhnlich duBern sich Vertreter von DMV und GDM in der gemeinsamen
Denkschrift zur Lehrerbildung:

,,Lehrerinnen und Lehrer spielen eine entscheidende Rolle dabei, welches Bild
von Mathematik sich Schiiler machen. Mathematik darf nicht auf eine Ansammlung

3 zitiert nach [D03]

* Beutelspacher, Danckwerts in [D03]

> siehe in [D04], S. 798

® Danckwerts, Prediger, Vasarhelyi in [D05]
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von Losungsverfahren fiir bestimmte Aufgabentypen reduziert werden, sie darf nicht
als fertiges Gebdude von Lehrsdtzen ohne Baupline erscheinen. Daher ist es fiir die
zukiinftigen Lehrerinnen und Lehrer von prdgender Bedeutung, bereits im Studium
zu erfahren, dass es in der Mathematik unzdihlige offene Fragen gibt, durch deren
Bearbeitung sich die Mathematik auch aktuell ausformt und dynamisch
weiterentwickelt.*’

Die gemeinsame Denkschrift beschréankt sich ausdriicklich auf die Ausbildung von
GymnasiallehrerInnen und setzt dort auch das Schwergewicht auf die letzte Phase, die
Sekundarstufe II. Das greift meiner Ansicht nach zu kurz, gerade bei Grundschul-
lehrerInnen trifft man oft ein verzerrtes, unzureichendes Bild von Mathematik an und
der Einfluss auf die Haltung von GrundschiilerInnen zur Mathematik, insbesondere in
Hinblick auf den weiteren Bildungsweg, darf nicht unterschétzt werden. So beméingeln
Bender et al. bereits 1997:

,In der Vergangenheit wurde das Lehramts-Studium fiir alle Stufen viel zu stark
an der Mathematik-Ausbildung fiir die Spezialistinnen und Spezialisten ausge-
richtet, in der statt eines genetischen ein statisches Wissenschaftsverstindnis vor-
herrscht: Mathematik wird dabei als fertig gegebene, von allen Beziehungen nach
auffen gereinigte systematische Struktur gelehrt und von den Studierenden

reproduktiv nachvollzogen.*®

Ldsungsansatze

Nicht fachliche Ziele von
fachinhaltlichen
Veranstaltungen

Diesen hier dargestellten Mingeln wird seit mehreren Jahren versucht
entgegenzuwirken. Hierzu gibt es verschiedene Empfehlungen zur Verdnderungen der
LehrerInnenausbildung an den Universitidten. So sind in allen hier zitierten Artikeln
Verbesserungsvorschlige zu finden, die insbesondere eine andere Herangehensweise
an Lernprozesse fordern, basierend auf dem veridnderten Bild von Mathematik.

So findet man bei Bender et al. folgende Liste von Zielen, die mit den
fachinhaltlichen Veranstaltungen erreicht werden sollen:

Im affektiven Bereich:

- etwa vorhandene negative Einstellungen zur Mathematik abbauen
- Freude an der Beschdftigung mit Mathematik entwickeln

- Selbstvertrauen in die Kraft der eigenen Vernunft gewinnen

die Befriedigung spiiren, die aus dem Entdecken von Sachverhalten und

Zusammenhdngen kommt oder allein aus dem Gefiihl, etwas verstanden zu
haben

- Mut zum Nachdenken haben, auch wenn zundchst kein Losungsweg in Sicht
ist

- zum Probieren bereit sein;, Neues zu denken wagen; sich durch Fehler und
Irrwege nicht entmutigen lassen

Im Bereich didaktischer Einsichten:

- erfahren, dass mathematisches Verstehen nicht vermittelt werden kann,

indem das Individuum weitgehend passiv bleibt, sondern dass es durch
intensive eigenen Aktivitit erarbeitet werden muss

7 Stroth/Blum et. al. in [D10]
¥ Bender et al. in [D02]
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- erfahren, dass Fehler zum Alltag fruchtbarer Lernprozesse gehéren, bei
ihrem Zustandekommen ein Anteil richtiger Gedanken beteiligt sein kann und
man aus ihnen lernen kann - jedenfalls wenn man Klarheit iiber die
Fehlerursache gewinnt

- erfahren, dass man im Bereich mathematischen Denkens zu sicheren
Aussagen kommen kann, ohne sich auf fremde Autoritditen stiitzen zu miissen,
dass man sich also bei hinreichender Sorgfalt weitgehend auf das eigene
Denken verlassen kann und die Mathematik daher wie kein anderes Fach
geeignet ist, das Selbstvertrauen in die eigene Vernunft zu stirken

- durch aufinerksame Beobachtung der eigenen Lernprozesse Erfahrungen
machen, die einem helfen, die Lernprozesse von Kindern besser zu verstehen

Im Bereich mathematischen Wissens und Fihigkeiten:
- Probleme erkennen, formulieren, mathematisch modellieren, l6sen kénnen

- Muster und Zusammenhdnge erkennen sowie plausibel begriinden konnen,
d.h. letztlich beweisen konnen

- Raumanschauung

- geeignete Grundvorstellungen und Grundverstindnisse elementarver arith-
metischer und geometrischer Begriffe und Zusammenhdnge

Ein konkretes Projekt zur Einen konkreten Schritt zur Verdnderung der Lehrerausbildung sind Beutelspacher

verinderten ynd Danckwerts im Projekt ,Neuorientierung der universitiren Lehrerausbildung im

Lehrerausbildung Fach Mathematik fiir das gymnasiale Lehramt® gegangen, gefordert durch die Deutsche
Telekom Stiftung als Leuchtturmprojekt zur Innovation in der Lehrerbildung.

Sie formulieren in der programmatischen Vorstudie zu diesem Projekt ,,Desiderate
einer verbesserten universitiren Lehrerausbildung im Fach Mathematik:*’ (die explizit
Lunabhdngig von der Schulstufe, fiir die ausgebildet wird* genannt werden)

Inhaltlich

1. Zur prozessorientierten Auffassung der Mathematik als wissenschaftliche
Disziplin kann die historisch-genetische Sicht in besonderem Mafle
beitragen. Daher muss die Geschichte der Mathematik (ideen-
geschichtlich orientiert und curricular integriert) ihren festen Platz in den
Fachstudien haben.

2. Zu einem giiltigen prozessorientierten Bild von Mathematik gehort
zwingend die Wechselwirkung zwischen der deduktiv organisierten
Mathematik und ihren aufermathematischen Anwendungen. Die
Anwendungen im Sinne modellbildender Aktivititen miissen die
inhaltliche Auseinandersetzung mit den kanonischen Wissensbestinden
der Mathematik durchdringen.

3. Ein fachlich souverdner Umgang mit den Themen des Mathematik-
unterrichts bahnt sich nicht von selbst an. Hierzu bedarf es eigener
elementarmathematischer Lehrveranstaltungen, die die Schulmathe-
matik vom hoéheren (aber nicht primdr strukturmathematischen)
Standpunkt behandeln und sich insbesondere der Analyse ihres Sinns

und ihrer Bedeutung widmen.

? Beutelspacher, Danckwerts in [D03]
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Das Bild von Mathematik
prigt den Unterrichtsstil

4. Die Erstbegegnung mit der fachdidaktischen Ausbildungskomponente
ist frith zu integrieren und muss eine Briickenfunktion erfiillen: Sie gibt
den hier beschriebenen fachwissenschaftlichen Anteilen eine fach-
didaktische Dimension und ist anschlussfihig fiir das kiinftige didaktische
Handlungsrepertoire des Fachlehrers.

Methodisch

1. Guter Mathematikunterricht bedarf der fruchtbaren Balance zwischen
Instruktion (der Schiiler durch den Lehrer) und Konstruktion (durch den
Schiiler selbst). Angehende Mathematiklehrerinnen und -lehrer miissen
diese Balance selbst erfahren; sie miissen in ihrem eigenen Lernprozess
erleben, wie mathematische Wissensbildung geschieht. Daher gilt es,
insbesondere die klassischen Ubungen zu den Vorlesungen zu
restrukturieren: Sie miissen der identitditsstiftende Ort fiir die Themati-

sierung von fachlichen Lernprozessen sein.

2. Fiir eine aktive Konstruktion des mathematischen Wissens spielen die
heuristischen Fihigkeiten cine zentrale Rolle. Geeignete Lehr- und
Lernveranstaltungen, etwa Modellierungs- oder Problemlése-Seminare,
miissen fester Bestandteil der Ausbildung sein. Hier sollen die Prinzipien
des aktiv-entdeckenden Lernens fachbezogen erlebt werden.

Cooney und Wiegel'® untersuchen in einem Artikel fiir das International Handbook
of Mathematics Education in etwas allgemeinerer Form zunidchst das Bild von
Mathematik, das Menschen in sich tragen, um dann drei Prinzipien zu formulieren, die
fiir die fachmathematische Ausbildung von Lehramtsstudentlnnen wesentlich sind. Ich
mochte diesen Artikel hier genauer darstellen und dann aufzeigen, wie die drei
Prinzipien mit den in dieser Arbeit dargestellten Themen des Papierfaltens erfiillt

werden.

Ganz wesentlich fiir die Art und Weise, Mathematik zu unterrichten ist das Bild,
das der Lehrende iiber Mathematik in sich trdgt. Wie Cooney und Wiegel in einem
geschichtlichen Riickblick zeigen, gibt es im Wesentlichen drei prinzipielle Sicht-
weisen auf Mathematik:

1. Die Platonische Sichtweise, nach der Mathematik eine Menge von idealen,
unabhdngig von der menschlichen Erfahrung existierenden Gesetzen ist.
Erkenntnis geschieht ausschlieBlich durch Deduktion. Daher ist Mathematik
ein Gebdude von absolut wahren Gesetzen. Diese Herangehensweise sehen
Cooney und Wiegel iiber Descartes bis Frege fortgesetzt.

2. Die Aristotelische Sichtweise, nach der alle Erkenntnis aus der Sinneswahr-
nehmung resultiert, so auch die Mathematik. Diese Grundannahme miindete in
den Empirismus und fiir die Logik der Neuzeit in die intuitionistische Mathe-
matik von Luitzen E. J. Brouwer.

3. Die von Hilbert begriindete formale Axiomatik, die eine weitere Sichtweise
auf Mathematik darstellt.

Alle drei Auffassungen von Mathematik hatten gemeinsam, dass Mathematik
absolut wahr und nicht falsifizierbar ist. Cooney und Wiegel schreiben es der
grundlegenden Arbeit von Lakatos ,,.Beweise und Widerlegungen® [S03] zu, dass
Mathematik auch als eine falsifizierbare Wissenschaft betrachtet wird. Das meint nicht,
dass Ergebnisse der Mathematik, also bewiesene Sitze, sich dann doch als falsch

1%siehe Cooney, Th., Wiegel, H. [D04]
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Drei Prinzipien fiir die
Ausbildung von
Lehramtsstudierenden

Empirische Daten als
Ausgangspunkt fiir mathe-
matische Betrachtungen

Verschiedene Losungs-
wege fiir ein Problem

herausstellen, sondern dass falsche Annahmen und Vorstellungen ein unvermeidbarer
Teil auch der mathematischen Forschung und Erkenntnisgewinnung sind. Diese
erkenntnistheoretische Auffassung wurde vor allem durch das Buch von Davis und
Hersh (1984) [SO1] einem breiterem Publikum vermittelt. Etwa ab 1990 fand diese
Auffassung auch Niederschlag in der Mathematikdidaktik und bereitete der heute
herrschenden, konstruktivistischen Auffassung von Lernprozessen den Weg.

Auf der Basis der beschriebenen Analyse, wie Mathematik aus erkenntnis-
theoretischer Sicht gesehen wurde und heute mehrheitlich gesehen wird, formulieren
Cooney und Wiegel drei Prinzipien fiir die Ausbildung von Lehramtsstudierenden. Ziel
der Ausbildung ist, sie zu einem prozessorientierten Lehrstil zu befdhigen.

1. Prinzip:
Lehramtsstudierende sollten Mathematik als ein pluralistisches Gebiet erfahren.

2. Prinzip
Lehramtsstudierende sollten explizit Schulmathematik studieren und dariiber
reflektieren (also Schulmathematik vom héheren Standpunkt).

3. Prinzip
Lehramtsstudierende sollten Mathematik auf solch eine Weise erfahren, dass
prozessorientierte Lehrstile gefordert werden.

zum 1. Prinzip (Mathematik als pluralistisches Gebiet)

Die pluralistische Erfahrung von Mathematik kann nach Cooney und Wiegel in der
Konstruktion von mathematischen Ideen auf der Basis von empirischen Daten
geschehen. Sie verdeutlichen das in dem zentralen Beispiel zu ihrem Artikel, in dem
die Messdaten eines rollenden Versuchswagens mathematisch ausgewertet werden. Ich
mochte diesem Experiment die forschende Herangehensweise an das Papierfalten
gegeniiber stellen, denn jedes der drei ,Kerngesetze wird genau auf diese Art
eingefiihrt und die GesetzmiBigkeiten erarbeitet. In Kapitel 2 wird das Reflexions-
gesetz aus den protokollierten Knickfolgen erkannt und am realen Papierfalten
begriindet. In Kapitel 3 wird ebenfalls im konkreten Experiment mit den Papierstreifen
das Inflationsgesetz hergeleitet und in Kapitel 5 mit einem Gedankenexperiment die
Toeplitz-Konstruktion veranschaulicht. Das Besondere des Papierfaltens ist, dass die
empirischen Daten nicht aus einem mit Naturwissenschaften verbundenen Gebiet
stammen und so ohne diesbeziigliche Vorkenntnisse verarbeitet und analysiert werden
konnen. Ein weiterer, wesentlicher Vorteil ist, dass die Daten ,,digital” sind und nicht
wie die iiblichen, ,analogen“ Daten aus Messungen mit Messfehlern behaftet sein
kénnen. Ob an der 17. Stelle ein Links- oder Rechtsknick vorliegt, ldsst sich ganz
genau feststellen, ob der Wagen nun 20,4 cm zuriickgelegt hat oder ob es nicht doch
20,5 cm sind, ist eine Frage der Messgenauigkeit.

Weiterhin kann nach Cooney und Wiegel pluralistische Erfahrung mit Mathematik
bedeuten, dass mathematische Probleme auf verschiedenen Wegen gelost werden und
dass der Untersuchungsgegenstand auf mehrere Arten dargestellt wird. Ich mochte hier
,verschiedene Losungen und ,verschiedene Reprisentationen®, die Cooney und
Wiegel zusammen nennen, fiir das Papierfalten getrennt aufzeigen. Das Grundproblem
fiir das Papierfalten ist, fiir die entstehenden Knickfolgen eine GesetzméiBigkeit zu
finden. Diese Losung des Problems erfolgt insgesamt drei Mal und fiihrt zu den drei
Kerngesetzen: Reflexionsgesetz (Kapitel 2), Inflationsgesetz (Kapitel 3) und Toeplitz-
Konstruktion (Kapitel 5). Diese drei Losungen sind nicht an verschiedene Repri-
sentationen gebunden, sondern bewegen sich alle drei in derselben Darstellung von
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Verschiedene Darstellungs-
formen fiir ein Problem

Ein élteres Beispiel fiir
forschendes Lernen

Knickfolgen. Jeder der drei Zugénge ist unabhingig von den anderen und stellt einen
eigenstdndigen, forschenden Zugang dar. Der kronende Abschluss dieser unter-
schiedlichen Betrachtungsweisen ist, die Aquivalenz der drei GesetzmiBigkeiten nach-
zuweisen.

Der Untersuchungsgegenstand ,,Papierfalten* wird in dieser Arbeit aber auch auf
verschiedene Arten dargestellt. Neben der symbolischen Darstellung als Knickfolgen
wird er geometrisch dargestellt (Kapitel 4) und dort eine typisch geometrische
Fragestellung nach der GroBe der Figur aufgeworfen. Diese Reprisentation des
Papierfaltens wird in Kapitel 8 (iterierte Funktionensysteme) und Kapitel 9 (Uber-
schneidungsproblem) erneut aufgegriffen. In Kapitel 6 wird die Papierfaltungsfolge als
Zahl dargestellt und in Kapitel 7 unter dem Aspekt einer automatischen Folge
betrachtet. Diese verschiedenen Darstellungsweisen mit ihren spezifischen Losungs-
methoden verdeutlichen, dass ein Problem auf verschiedene Art betrachtet werden kann
und ein Problem auf verschiedene Weisen gelost werden kann. Da sich die ver-
schiedenen Darstellungen und Losungswege aber auf das gleiche Problem beziehen,
findet automatisch eine Vernetzung der verwendeten Mathematik statt.

Zu diesen vielfdltigen Darstellungsweisen und Losungswegen gehdrt natiirlich auch
die formale Représentation eines Untersuchungsgegenstandes, verbunden mit der exakt
logischen, deduktiven Beweisfiihrung. Es ist eine spezifische Eigenart der Mathematik,
die sie von empirischen Wissenschaften unterscheidet. Dazu werden in Kapitel 2 die
aus empirischen Daten und der Analyse von Mustern gefundenen Erkenntnisse in eine
formale Sprache {iibersetzt und neue, formalisierte Objekte geschaffen. Die exakte
Darstellung wird in jedem Kapitel zum Papierfalten aufgegriffen und durchgefiihrt.
Diese Inhalte werden durch grau unterlegte Texte speziell hervorgehoben und kénnen
fiir eine erste Information auch iiberlesen werden.

Die pluralistische Betrachtung eines Gegenstandes entwickelt erst dann seine ganze
Stirke, wenn die Zusammenhinge zwischen den verschiedenen Darstellungsweisen
und Losungswegen hergestellt und untersucht werden. Dieses geschieht beim
Papierfalten dadurch, dass jede GesetzmiBigkeit (Reflexion, Inflation, Toeplitz-
Konstruktion) mit den anderen verglichen und in Zusammenhang gebracht wird. Die
Vernetzung erfolgt sowohl fiir die empirisch forschenden Prozesse als auch fiir die
formale Betrachtung.

Die Forderung nach forschendem Lernen als eine wesentliche, mathematische
Tatigkeit, ist auch schon erhoben worden, noch bevor sich eine konstruktivistische
Auffassung von Lernprozessen durchgesetzt hat. So hat D.E. Knuth 1974 ein kleines
Biichlein ,,Insel der Zahlen* herausgebracht (siehe [S02]) in der Absicht, auf einfachem
Niveau einen forschenden Zugang zu einem Stiick Mathematik zu ermdglichen. Er
selbst schreibt im Nachwort zu diesem Buch:

Ich wollte Material zur Verfiigung stellen, welches helfen sollte, eines der am
meisten vernachldssigten Gebiete unseres gegenwdrtigen Ehrziehungssystems zu
iiberwinden: das Uben selbstindiger Forschungsarbeit. Es gibt fiir Studenten
ndmlich relativ wenig Mdglichkeiten zu erfahren, wie Neues in der Mathematik
erfunden wird, bevor sie selbst an der Diplomarbeit sitzen.

Das Buch wurde zur Bliitezeit der ,,New Maths“ geschrieben und befasst sich
dementsprechend auf eine abstrakte, formal logisch aufgebaute Weise mit Mathematik.
Knuth erkennt das Problem, das mit einer Auffassung von Mathematik als einer hoch
strukturierten, deduktiv zusammenhidngenden Wissenschaft eng verbunden ist: die
vorherrschende Lehrmethode ist die Instruktion und das eigene Tun kommt zu kurz.
Interessanter Weise ist der Verfasser D.E. Knuth derselbe, der 1970 mit einem Artikel
iiber Papierfalten (siehe [P03]) wesentlich zur Verbreitung des Themas beigetragen hat.
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Mathematik mit direktem
Bezug zur Schule

Mathematik mit direktem
Bezug zur Schule

zum 2. Prinzip (Mathematik als Schulmathematik vom hoheren Standpunkt)

Es gibt verschiedene Untersuchungen, die aufzeigen, dass angehende Mathematik-
lehrerInnen nur unzureichende Mathematikkenntnisse aus dem universitirem Studium
mitbringen. Die Hintergriinde dafiir sind oben mit der ,,doppelten Diskontinuitét™
beschrieben. Nach Cooney und Wiegel ist es daher notwendig, dass angehende
MathematiklehrerInnen im Studium mehr Mathematik lernen, und zwar mehr
schulbezogene Mathematik. Diese Forderung findet man auch in den oben dargestellten
Aussagen von Bender et al. (siche [D02]) und Beutelspacher & Danckwerts (sieche
[D03]) als Forderung nach dem Studium von Schulmathematik vom hoheren
Standpunkt. Nur angehende Lehrkrifte, die solide Fachkenntnisse besitzen, sind nach
Cooney und Wiegel in der Lage, Mathematik auf pluralistische Weise darstellen zu
konnen.

Dabei ist es nicht sinnvoll, schulische Themen identisch zum Schulunterricht zu
wiederholen. Es soll vom hoheren Standpunkt aus betrachtet werden, wobei der
schulische Bezug aber immer sichtbar sein muss. Hilfreich dafiir sind andere, neue
Zuginge und Zusammenhénge, als sie direkt im Schulunterricht verwendet werden.

In diesem Sinn eréffnet Papierfalten zum einen ein neues Gebiet, es eignet sich auf
der universitiren Ebene aber besonders dafiir, schulmathematischen Themen einen
neuen, unverbrauchten Zugang zu eréffnen. Ich méchte im Folgenden fiir die einzelnen
Kapitel der vorliegenden Arbeit die schulrelevanten Themen aufzeigen.

Kapitel 1 Einfithrung

— einfache Potenzrechnung und Potenzgesetze

Kapitel 2 Reflexionsgesetz

—  Potenzrechnung

— geometrische Zahlenfolge

— Aufstellen von Gleichungen und deren algebraische Umformung
—  Verkniipfung von Spiegelungen

— Logarithmen

Kapitel 3 Inflationsgesetz

—  Erkennen von GesetzmiBigkeiten in Zahlenfolgen
— Modulorechnung (Teilen mit Rest)

— vollstdndige Induktion

Kapitel 4 Geometrische Interpretation
—  Punkte im Koordinatensystem

— Satz des Pythagoras

—  Abschitzung einer Grofe

— geometrische Reihe

—  Grenzwertsétze

Kapitel 5 Die Toeplitz-Konstruktion

—  Periodizitit

— abschnittsweise definierte Funktionen
— vollstdndige Induktion

—  Potenzrechnung
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»Papierfalten* animiert
Zu einem prozessorientierten
Unterrichtsstil

Kapitel 6 Die Papierfaltungszahl

—  Zahldarstellung im Binérsystem

— periodische und nicht periodische Dezimal- und Bindrzahlen

— Kettenbriiche

— geometrische Reihe

—  Zahldarstellung in verschiedenen Basissystemen und deren Umrechnung

Kapitel 7 Endliche Automaten
— Teilbarkeitsregeln
—  Zahldarstellung im Binérsystem

Kapitel 8 Iterierte Funktionensysteme

—  Drehung und Translation als gleichsinnige Kongruenzabbildungen
—  Zentrische Streckung als Ahnlichkeitsabbildung

— Abbildungen der Ebene auf sich in Matrix-Vektor-Darstellung

Kapitel 9 Das Problem der Uberschneidung
— Satz von Pythagoras

— Trigonometrie

—  Strahlensitze

— lineare Funktionen

— elementare Sitze der Dreiecksgeometrie
— numerisches Losen von Gleichungen

Kapitel 10 Papierfalten und Fraktale Kurven
— Satz von Pythagoras

— Trigonometrie

— Kongruenzabbildungen

zum 3. Prinzip (Mathematik als Prozess lehren)

In gewisser Weise ist nach Cooney und Wiegel dieses Prinzip eine Folgerung aus
den ersten beiden Prinzipien. Wenn Lehramtsstudierende Mathematik als ein plura-
listisches Gebiet kennen gelernt haben und Schulmathematik vom hoéheren Standpunkt
aus betrieben haben, so ist eine solide Grundlage gelegt, dass sie einen prozess-
orientierten Lehrstil entwickeln.

Papierfalten scheint ein Katalysator zu sein, insbesondere das 3. Prinzip schnell zu
realisieren. Im Sommer 2005 habe ich in einem Seminar mit 22 Studentlnnen
,Papierfalten” als Seminarthema behandelt. Nach einer kurzen Einfiihrung hatten die
Studentlnnen in Zweiergruppen je ein Teilgebiet vorzubereiten und ,,vorzutragen®.
Ohne dass ich selbst auf einen prozessorientierten Lehrstil gedrungen hétte - ein reiner,
instruierender Vortrag war explizit als mogliche Prisentationsform akzeptiert -, haben
alle 11 Gruppen einen experimentellen Weg gewdhlt, in dem die iibrigen StudentInnen
aktiv einbezogen wurden. Natiirlich ist ein Unterrichtsstil denkbar, in dem ,,Papier-
falten” als fertiges Regelsystem begriffen wird und daher das zu vermittelnde
Teilgebiet rein instruktiv den zuhoérenden Studentlnnen mitgeteilt wird. Doch die
beiden parallel verwendbaren Darstellungsformen des realen Papierstreifens und der
abstrakten Folge von (Knick-) Symbolen befoérdern in einem so starken Malle einen
experimentellen, forschenden Zugang, dass selbst noch unerfahrene Studentlnnen zu
diesem Unterrichtsstil verfiihrt wurden.



Reimund Albers

Papierfalten Didaktische Uberlegungen 10

Die Rolle des Computers
fiir das Unterrichten von
Mathematik

»Papierfalten* erfordert
den Computereinsatz

Neue Denkweisen und
Forschungsmethoden

Zusammenfassend kann man feststellen, dass das Thema ,,Papierfalten® fiir die von
Cooney und Wiegel aufgefiihrten drei Prinzipien ein paradigmatisches Beispiel ist, in
dem alle drei hervorragend umgesetzt sind. Von daher ist ,Papierfalten ein
ausgezeichnetes Beispiel, das sich in ein addquates Bild von Mathematik einfiigt und
mit dem man moderne Prinzipien fiir Unterricht realisieren kann.

Im Abschluss ihrer Darstellung gehen Cooney und Wiegel kurz auf die Rolle der
Verwendung von Technologie ein. Sie ist fiir alle 3 Prinzipien forderlich. Mit Hilfe der
Technologie konnen weitere, insbesondere dynamische Darstellungsformen gefunden
werden und experimentelle Herangehensweisen werden durch den Einsatz eines
Computers oder Taschenrechners erst moglich oder zumindest erheblich erleichtert. Zu
nennen sind dabei vor allem dynamische Geometriesoftware, die fiir die Geometrie den
experimentellen Zugang erdffnet hat, und Rechenblattprogramme, die in dhnlicher
Weise numerische Experimente zulassen und zudem die grafische Veranschaulichung
von Daten unterstiitzen. Beiden Einsatzmoglichkeiten wird in letzter Zeit vermehrt
Aufmerksamkeit geschenkt. Ich selbst habe in zwei solchen Projekten'' mitgearbeitet
bzw. bin heute noch tétig.

C. Laborde (Mitarbeiterin an der Dynamischen Geometriesoftware Cabri
Géométre) erwihnt in einem Aufsatz'”, dass die Umsetzung von Schulstoff mit Hilfe
von Computerprogrammen eine Rekonstruktion des Stoffes bei Lehramtsstudierenden
bewirken kann. Insofern wird auch das Prinzip 2 (Mathematik als Schulmathematik
vom hoheren Standpunkt) durch den Einsatz von Technologie in der Lehramts-
ausbildung umgesetzt.

Papierfalten ist ohne den Einsatz von Computern kaum durchfiihrbar. Insbesondere
bei der geometrischen Interpretation sind Darstellungen hilfreich, die aus bis zu 65000
Linien bestehen, eine Arbeit, die nur iiber die Programmierung eines Computers
erreicht werden kann. Die Aufgabe, mit einem Programm das Drachen-Fraktal z.B. auf
einem grafischen Taschenrechner darzustellen, kann die Motivation sein, die
GesetzmiBigkeiten beim Papierfalten néher zu untersuchen. Umgekehrt kann man mit
fertigen, computergenerierten Bildern manche Eigenschaft des Papierfaltens
veranschaulichen. Das Prinzip 1 (Mathematik als Pluralistisches Gebiet) wird so
verwirklicht.

Papierfalten bietet immer wieder die Gelegenheit, den Computer fiir mathematische
Experimente einzusetzen. In dieser Arbeit habe ich ein numerisches Experiment mit
Excel zum Reflexionsgesetz vorgeschlagen (siehe Kapitel 2) und ein weiteres zur
Darstellung des Drachen-Fraktals mit Hilfe von iterierten Funktionensystemen (Kapitel
8). In beiden sind nur schulmathematische Kenntnisse erforderlich, so dass fiir
Lehramtsstudierende damit das Prinzip 2 (Schulmathematik vom héheren Standpunkt)
verwirklicht wird.

Eine besondere Stirke des Computers sind kleine Animationen, die
Zusammenhinge und funktionale Abhéngigkeiten besonders anschaulich darstellen
konnen. Solche Animationen dienen aber nicht nur der (instruierenden) Lehre, sondern
konnen sich auch im forschenden Lernprozess als duBerst fruchtbar erweisen. So habe
ich selbst bei der Arbeit an Animationen fiir das Papierfalten neue Zusammenhénge

"' Bremer Netzwerk Mathematik und Computer (Leitung Peitgen) seit 2002 und Pattern
Recognition Through Chaos and Fractals, Florida (Leitung Peitgen, Voss) 1999 bis 2003
12 siehe C.Laborde in [D07]
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Personliche Erfahrungen

Die klassische
Fachsystematik

entdeckt, die z.B. meine Untersuchungen fiir das Uberschneidungsproblem (siche
Kapitel 9) entscheidend gefordert haben.

Gerade in der Arbeit mit dem Computer und der Bemithung um Visualisierung
erwéchst eine fruchtbare Methode der Erkenntnisgewinnung, die noch nicht die ihr
gebithrende Anerkennung gefunden hat - auch hier hat sich das Bild von Mathematik in
den letzten Jahren deutlich verdndert. Die kreative Arbeit im Vorfeld von beweisbaren
Sédtzen, ist der wesentliche Teil der mathematischen Arbeit. Dieser Aspekt der
Mathematik muss stidrker in den schulischen Alltag einflieBen, aber auch in die
universitire Ausbildung, insbesondere die der Lehramtsstudierenden. Dazu braucht
man passende Materialien. Mit der hier vorgelegten Arbeit zum Papierfalten mdchte
ich solche Materialien bereitstellen.

Ich mdchte diesen Abschnitt mit einigen personlichen Anmerkungen abschlief3en,
die das Bild von Mathematik und dessen Einfluss auf das Lehren von Mathematik
betreffen. Diese Gedanken sind im Laufe meiner langen Lehrtitigkeit entstanden und
immer wieder durch praktische Erfahrung und Gesprdche mit Kolleglnnen revidiert
und verdndert worden. Naturgeméil haben diese Gespréche in letzter Zeit, in der ich an
dieser Arbeit schreibe, intensiver stattgefunden.

Wenn Cooney und Wiegel in ihrem ersten Prinzip fordern, dass Mathematik als ein
pluralistisches Gebiet behandelt werden soll, so bleibt fiir mich offen, wie weit die
innermathematische Fachstruktur im Bild von Mathematik eine Rolle spielt.

Noch heute wird die Ausbildung von Mathematikstudenten, inklusive Lehramts-
kandidaten, nach den klassischen, fachlichen Strukturen vermittelt: Analysis, Lineare
Algebra, Funktionentheorie, Geometrie, u.s.w.. Das fiihrt vor allem dazu, dass
Aufgaben, Probleme immer nur mit den ganz speziellen Mitteln gelost werden, die
gerade ,,dran”“ sind. Auf der schulischen Ebene heifit das zum Beispiel, dass beim
Thema quadratische Gleichungen iiber Wochen auch nur Aufgaben geldst werden, die
die quadratischen Gleichungen bendtigen. Ein Thema ist bestimmend, die fach-
mathematischen Strukturen bekommen ein fast monstroses Gewicht. In bemiihten
Ubungsaufgaben ist man #ngstlich darauf bedacht, das gerade aktuelle Themengebiet
nicht zu verlassen.

Sehr viel realistischer ist es, dass fiir die Losung eines Problems die ganze
Mathematik herangezogen werden muss, Algebra, Numerik, Geometrie, u.s.w. und ein
Problem ist in vielen Féllen nicht von sich aus linear, quadratisch oder exponentiell,
sondern die gewiinschte Losung spielt fiir solche Entscheidungen eine Rolle.

In einem Lernprozess ldsst sich zugegebenermaBlen solch eine Vielfalt nicht
anwenden. Irgendwann miissen neue Dinge eingefithrt und zum ersten Mal gelernt
werden. Aber auch dabei kann man ein pluralistisches Bild von Mathematik zeichnen,
wenn man aufzeigt, wie ein Problem in den verschiedenen Sparten der Mathematik
gelost werden kann. Dazu eignet sich nicht jedes mathematische Problem, solche
Themen miissen gesucht und aufgearbeitet werden.

Das Betonen der hergebrachten, klassischen Systematik vermittelt nicht nur ein
unzutreffendes Bild von Mathematik. Nach meinen Erfahrungen als Lehrer auf den
verschiedensten Ebenen, Sekundarstufe 1, 2 und Universitdt, handeln wir uns durch
dieses Bild von Mathematik weitere Nachteile und Probleme ein:



Reimund Albers Papierfalten Didaktische Uberlegungen 12

a) ,,Wir bauen in der Mathematik hohe Leitern und erklimmen sie. Ein falscher
Schritt fiihrt jedoch zum jihen Absturz.“'® Der systematische Aufbau ldsst uns weit
kommen - vorausgesetzt, die Schiiler folgen unserem Tempo fehlerfrei. Lineare
Funktionen, quadratische Funktionen, Potenzfunktionen, Exponential- und Loga-
rithmusfunktionen, Differential- und Integralrechnung. Jeder kennt diese Autobahn der
Schulmathematik. Doch auch die Gefahren, denn die Méngel und Liicken in einem
vorangehenden Gebiet wirken sich nachhaltig in allen folgenden Gebieten aus.

Die fachliche Systematik Wenn es um das Strukturieren des Lernstoffes in der Schule geht, sollte man immer
auflésen ieder versuchen, sich von der fachlichen Systematik zu 18sen. Das gelingt, wenn man
sich an Themen orientiert, die als Kristallisationspunkte dienen, in denen viele
mathematische Linien zusammenlaufen. Der ,,Goldene Schnitt®, Spiralen, die Zahl &
sind solche Themen, die in vielfiltiger Weise aufgearbeitet und dargestellt worden
sind. ,,Papierfalten* reiht sich in diese Reihe ein, ist aber ein sehr viel neueres Thema
und beiweitem nicht so ausgearbeitet. Diese Themen sind rein mathematisch motiviert
und natiirlich gibt es auch anwendungsbezogene Themen. So kann man , Hauser®,
,Verpackungen“ oder ,Pyramiden heute bereits in Schulbiichern finden. Ich
personlich halte von solchen Zugéingen nicht so viel, da ich mich zu wenig mit solchen
Inhalten wirklich befasst habe. Fiir einen iiberzeugenden Unterricht, wenn solche
Herangehensweisen mehr sein sollen als nur ,eingekleidete“ Aufgaben, halte ich
fundierte Kenntnisse fiir unabdingbar. Ich verstehe etwas von Mathematik und kenne
dort die Verkniipfungen und die Relevanz eines Themas. Deshalb bevorzuge ich
personlich rein mathematische Themen. Natiirlich kann ich mir sehr gut vorstellen,
dass ein Bauingenieur, der als ,,Quereinsteiger Mathematiklehrer geworden ist, mit

dem Thema ,,Héuser* einen sehr iiberzeugenden Mathematikunterricht gestalten kann.

Solche Themen kénnen auf verschiedene Arten behandelt werden, sowohl in den
Losungswegen als auch in den Darstellungsweisen. So wird fiir mich die Forderung
nach einer pluralistischen Herangehensweise erfiillt. Um auf das oben genannte Bild
der Leitern zuriickzukommen: Wir haben es dann mit Sandhaufen zu tun, die immer
wieder von verschiedenen Seiten bestiegen und breitgetreten werden und deren Hénge
so die Gefdhrlichkeit verlieren. Ein Fehltritt fiihrt zu einem leichten Abrutschen und
der néchste Aufstieg an einer anderen Stelle kann durchaus erfolgreich sein. Beim
Lernenden bildet sich dabei ebenfalls eine Struktur, er erlebt im eigenen Lernprozess
eine Vernetzung - algebraische Losungswege, geometrische Darstellungen und
numerische Experimente oder Beispiele greifen ineinander. Diese Herangehensweise
wird beispielhaft in dieser Arbeit zum Papierfalten verdeutlicht.

Die ,,unmethodische* Schon vor iiber 200 Jahren formuliert der Physiker Georg Christoph Lichtenberg als
Methode prinzip seiner Forschungsweise:

,,Die Lehre von der Elektrizitdt ist jetzt da, wo man gewéhnlich passiert, so
abgetreten und abgesucht, daf3 an der Heerstrafse nichts mehr zu gewinnen
ist; man muf; querfeldein marschieren, und iiber die Grdben setzen. Diese
Methode, die man wohl die unmethodische nennen kénnte, ist iiberhaupt

nebenher sehr zu empfehlen. "

So betont auch Peitgen im Vorwort von [M09] die Querverbindungen:

Mathematik ist die Ordnungsmacht im Dschungel der Phdnomene. Deshalb
ist Mathematik lebendig und frisch und aktuell. Deshalb gibt es zwischen

'3 Ein Zitat, das mich beeindruckt hat, das ich aber heute nicht mehr auf den Ursprung
zuriickverfolgen kann.
' Zitiert nach [S04]
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einzelnen Teilgebieten und Ergebnissen der Mathematik immer wieder
tiberraschende Querverbindungen, die oft das tiefere Verstindnis erst
wirklich ermoglichen. Und deshalb bietet es sich an, durch entdeckendes,
explorierendes Lernen die Anziehungskraft dieser Eigenschaften der
Mathematik im Unterricht zu nutzen.

Themen vernetzen, Querverbindungen herstellen und untersuchen, den Sandberg
ein weiteres Mal an einer anderen Stelle erklimmen, diese Vorgehensweisen erkenne
ich auch in den Kreativitdtsroutinen von Weth. Dazu nennt er in [D11]:

- Modifizieren: Gehe von einer bekannten Definition oder Konstruktionsvorschrift

aus und dndere eine Bedingung ab.

- Kombinieren: Stelle zwischen zwei Begriffen, Operationen oder Konstruktionen

eine Verbindung her.

- Analogisieren: Passe eine Definition auf einen Begriff an, fiir den sie urspriinglich

nicht gedacht war.

Unterhaltsame b) Das Pressen in eine fachimmanente Systematik steht einem ansprechenden,
Mathematik motivierenden Mathematikunterricht im Wege. Jeder Verlag hat Biicher in seinem
Programm, die Mathematik als (Freizeit-) Vergniigen anpreisen. Das Stichwort
,unterhaltsame Mathematik* liefert bei Google 15000 Fundstellen, viele davon von
Buchhéndlern oder Verlagen. ,,Unterhaltsame Mathematik® ist also real, nicht nur eine
seltene Randerscheinung. Zielgruppe dieser Veroffentlichungen sind unter anderem
auch LehrerInnen. Der Schulzusammenhang findet sich fast immer in dem Stichwort
,,Vertretungsstunden®. In Vertretungsstunden darf also Mathematik unterhaltsam sein -
im reguldren Unterricht etwa nicht? In Vertretungsstunden springt man irgendwo auf,
man muss nicht eine vorgegebene Linie verfolgen. Man darf dann Lichtenbergs ,,unme-

thodischer Methode* folgen und das ist offenbar motivierend und unterhaltsam.

Ich mochte hier fiir Lehrpline plddieren, die mehr Raum fiir solches ,,unme-
thodische® Arbeiten lassen, oder pluralistische Zuginge (Cooney und Wiegel) oder
kreative Aufgaben (Weth) erméglichen. Begleitend dazu muss es Schulbiicher oder
Materialsammlungen geben, die diese thematischen Knotenpunkte' in ihrer Vielfalt
darstellen und Unterrichtsideen bereitstellen. In dieser Absicht ist diese Arbeit zum
Papierfalten geschrieben worden.

Wiederholung durch c) Das eilige Voranschreiten entlang einer fachlichen Systematik verursacht vor
themeniibergreifende allem in der Schule ein Problem, unter dem die Mathematik mehr leidet als jedes
Aufgaben ;ndere Fach: Wiederholung und Wachhalten von behandelten Dingen. Ist ein Themen-
gebiet behandelt, so gerdt es schnell in Vergessenheit, wenn es nicht immer wieder
angesprochen und reaktiviert wird. Sinnvolle, fruchtbare Wiederholung benétigt aber
sinnvolle Inhalte. Eine gute Wiederholung sollte die Inhalte nicht identisch zum ersten
Lernprozess behandeln, sondern diese in einen neunen Zusammenhang stellen und
nach Moglichkeit mehrere Themen miteinander verkniipfen. Dieses kann mit den oben
genannten mathematischen Knotenpunkten geschehen, zu denen ich auch das Thema
,,Papierfalten” zéhle.

Der Computer schafft d) Die klassisch liberlieferte Systematik wird heute durch den Computer zuneh-
eine neue Systematik mend in Frage gestellt. Waren z.B. frilher Extremwertprobleme erst nach dem
Erarbeiten von Grundkenntnissen der Differentialrechnung 16sbar, konnen sie heute als
numerisches Experiment am Computer (z.B. mit Tabellenkalkulation) sinnvoll
erforscht werden. Ebenso sind in der Geometrie Zusammenhdnge mit dynamischer

1 . . . . .
5 Dazu zdhle ich die oben schon erwihnten Themen ,,Goldener Schnitt”, ,,Spiralen®, ,,Die

Zahl n°‘, u.s.w.
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Die Bedeutung von
Systematik

Geometrie erforschbar, weit bevor ein Beweis moglich ist. Das Erforschen von
RegelmiBigkeiten, das Aufdecken von GesetzméBigkeiten bekommt durch den Einsatz
des Computers einen groBeren Stellenwert, als es frither hatte, was sich auch auf die
Bedeutung des Beweises auswirkt. Nach meinen eigenen Unterrichtserfahrungen ist
gerade die forschende Tatigkeit etwas, von dem eine hohe Motivation ausgeht und die
in der Schule das Bild von Mathematik und die Einstellung zu diesem Fach nachhaltig
verdndern kann. Zudem entspricht es mehr dem aktuellen, modernen Bild von
Mathematik.

e) Nach meiner eigenen Unterrichtserfahrung, aus Gespriachen mit SchiilerInnen
und deren Reaktionen auf vorgestellte Stoffpldne, meine ich, dass die Bedeutung eines
systematischen Aufbaus iiberschitzt wird. Beim ersten Voranschreiten in einem neuen
Wissensgebiet ist eine Systematik fiir den Lernenden nur schwer erkennbar und wenig
niitzlich. Systematiken, Strukturen, Zusammenhénge konnte ich immer dann sinnvoll
aufzeigen und vermitteln, wenn wir nach einer gewissen Lernphase zuriickgeschaut
haben. Das waren dann auch sinnvolle Gelegenheiten fiir eine Wiederholung.

In der Lehrerausbildung an der Universitét hat Systematik eine andere Bedeutung,
da insbesondere dann, wenn die Inhalte nach dem Prinzip der ,,Schulmathematik vom
hoheren Standpunkt™ ausgewihlt werden, die StudentInnen keine ,,Erstlerner® sondern
Zweitlerner* sind oder sein sollten. Sie miissen Zusammenhédnge kennen, um sie
spater in der Schule in geeigneter Form an die SchiilerInnen weitergeben zu kénnen.
Dennoch mdchte ich gegen die zurzeit noch vorherrschende, klassische
Systematisierung, die Einteilung in Analysis, Lineare Algebra, Geometrie u.s.w.
sprechen. Genau so wie methodisch die Universitét die zukiinftigen LehrerInnen durch
das erlebte Beispiel prigt, geschieht das auch durch die inhaltliche Strukturierung.
Wenn ich mochte, dass zukiinftige LehrerInnen die Inhalte an zentralen Themen, an
Kristallisationspunkten ausrichten, dann muss dieses auch vorbildhaft in der
universitdren Lehre geschehen. Das ist wohlgemerkt eine Forderung, die ich an die
Lehrerausbildung stelle, nicht an die Ausbildung von Diplommathematikern. Daher ist
die gemeinsame Ausbildung beider Studentengruppen zunehmend problematisch.

Fiir diese in den Punkten a) bis e) dargestellten Probleme sehe ich in dem Thema
,Papierfalten” einen beispielhaften Losungsansatz. Das bezieht sich zum einen auf die
vernetzten Inhalte, zum anderen auf die in der Arbeit dargestellte Art der vielféltigen
Behandlung eines Themas von verschiedenen Seiten.
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Bisherige Verwendung des Themas ,Papierfalten” in Unterrichtssituationen

Das Thema Papierfalten ist ein prototypisches Beispiel fiir Mathematikunterricht,
das nicht der hergebrachten Fachsystematik folgt. Damit erhebt sich die Frage, ob
dieser Unterrichtsansatz bereits erprobt wurde und sich bewihrt hat. Ich selbst kenne
Papierfalten seit 1992, als H.-O. Peitgen dieses Thema in einem Lehrerfortbildungs-
kurs in Bremen vorgestellt hat. Seitdem wurde es an verschiedenen Stellen intensiv
erprobt. Ich mdchte hier alle Einsédtze nennen, an denen ich selbst beteiligt war.

Lehrerakademie 1994: Vortrag von H.-O. Peitgen,
Workshop von A. Rodenhausen und G.Skordev

Lehrerakademie 1995: Vortrag von H.-O. Peitgen,
Workshop von A. Rodenhausen und G.Skordev

Lehrerakademie 1996: Workshop von mir
Lehrerakademie 2002: Workshop von mir

Von 1995 - 1998 fand ein Lehrerfortbildungsprojekt ,,Pattern Exploration® in
Ft. Lauderdale, Florida statt, das von H.-O. Peitgen geleitet wurde und an dem ich auch
teilnahm. Dabei war Papierfalten eines von 6 Workshopthemen in den dreiwdchigen
Kursen. Hier wurden jdhrlich ca. 100 LehrerInnen geschult.

Von 1999-2003 fand das Nachfolgeprojekt ,Integrating Mathematics and
Science for the Middle Grades“ statt, an dem jahrlich bis zu 150 LehrerInnen
teilnahmen. In den dreiwdchigen Kursen wurden 9 Themen unterrichtet, von denen
eines ,,Papierfalten® war.

Von 1997 bis 2003 habe ich am Schulzentrum Findorff unterrichtet und hatte dabei
Gelegenheit, iiber vier Jahre ein Projekt zum Thema ,,Fraktale Geometrie* mit 10.
Klassen durchzufiihren, das jeweils ein Viertel Jahr dauerte. Behandelt wurden fiinf
zentrale Themen, von denen eines ,,Papierfalten war. Ich konnte so insgesamt 15
Realschul- und Gymnasialklassen unterrichten. Zum Teil entstanden beachtliche
Ausarbeitungen zum Thema ,Papierfalten. Hier entstanden viele Unterrichtsvor-
schldge, die jeweils zum Ende eines Kapitels vorgestellt werden.

Im Sommersemester 2005 habe ich an der Universitit Bremen ein didaktisches
Seminar zum Thema Papierfalten durchgefiihrt (siche dazu Seite 9).

Vor dem Wintersemester 2005 und 2006 wurden an der Universitit Bremen
jeweils ein zweiwdchiges Vorsemester durchgefiihrt. Dabei stand jeder Tag (2005 10
Tage, 2006 8 Tage) unter einem anderen Thema, eines davon war in beiden Jahren
,,Papierfalten”. Diese Tage wurden in den Abschlussfragebdgen positiv bewertet und
die Ubungen und das Plenum dazu zeichneten sich jeweils durch eine hohe
studentische Aktivitdt aus.
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Ubersichten iiber die Vernetzung des Themas ,,Papierfalten”

Banachscher
Fixpunkisatz

lteration

Fraktale

/

iterierte
Funktionensysteme

\

Selbst-
ahnlichkeit

Reilexionsgesetz

automatische
Folgen

\

Eigenschaften
von Zahlen

Inflationsgesetz

Toepliz-
Konstruktion

\

Grenzprozesse

Modulo-
Rechnung

/

Die obere Abbildung zeigt die Vernetzung des Themas ,,Papierfalten* mit mathematischen Inhalten (innerer Kreis) und

Beziige zu Fachgebieten im weiteren Sinn (graue Rahmen im dufleren Umfeld)

Die untere Abbildung stellt Zusammenhénge zu anderen mathematischen Themen auf Schulniveau (Klasse 9 bis 13) her.
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