Grol3e
/Zahlen?

Nacnhtrage

Three Brazilian Soldiers

CONFIDENTIAL

Donald Rumsfeld briefed the President this morning. He told Bush that
Three Brazilian soldiers were Killed in Iraqg. To everyone's amazement, all
of the color ran from Bush's face, then he collapsed onto his desk, head in
hands, visibly shaken, almost whimpering. Finally, he composed himself
and asked Rumsfeld, ,Just exactly, how many is a brazillion?*“



Nacnhtrage

Fermat und der Satz zu x" + y" = 2" Simon Singh
Literatur: Simon Singh, Fermats letzter Satz

FERMATS
Andrew Wiles ist 1953 geboren, war also 1994 zu alt =~ LETZTER
fir die Fieldsmedaille. SATZ
Er erhielt 2016 den Abelpreis fur den Beweis des e rthemaichn s

_GroBen Fermatschen Satzes®

(Den Abelpreis gibt es seit 2003, benannt nach dem norwegischen Mathematiker
Niels Henrik Abel. Die Vergabemodalitdten sind an den Nobelpreis angelehnt.)

Wiles wurde 2000 zum englischen Ritter geschlagen, ,Sir Andrew”.



Unendliche Summen



/enon-Paradoxon

Achilles und eine Schildkréte machen ein Wettrennen. Achilles lauft 10 Mall
schneller als die Schildkréte, daher raumt er inr einen Vorsprung von 100 m
ein.

Ist Achilles diesen Vorsprung von 100 m gelaufen, so ist die Schildkrdte
10 m weitergekrochen.

Nun muss Achilles diese 10 m laufen.
In der Zeit kriecht die Schildkrote 1 m weiter.

Achilles 1 m, Schildkrdte 10 cm, u.s.w.

Also kann Achilles die Schildkrote nie uberholen!



/enon-Paradoxon

Die Strecken des Achilles sind 100m,10m,1m,10cm, ... .

Nehmen wir an, dass Achilles die 100 m in 10 s lauft. Dann braucht er
nacheinander 10s, 1s, /10 s, ...

?
10s+1s+ %S + LS +..="Iimmer"="unendlich lange"

100

Es sind unendlich viele Teile, die man aneinander flugt.
Ist dann die Summe dieser Teile unendlich gro3?



Geometrische Reihen
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Allgemein:

) ] A Wobei g eine beliebige Zahl sein darf,
1+q9+q°+q +q +.. typischer Weise aber ein Bruch zwischen
O und 1 ist.

FUr g = O und g = 1 ergeben sich Sonderfalle.



Geometrische Reihen

Eine Summenformel flr die endliche geometrische Reihe.
— 2 3 n
s =1+q+q"+q +..+q
2 3 n
q-s, =qg+q +q +..+¥q +qg

n+1
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n 1_q
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Geometrische Reihen

s =1+q+q°+q +..+q"

firg=1
1
S =

n

Also gilt:

S

oo wenn g>1oderg<-—1ist

.

_@ e <O wenn -1<g<1ist
1-q

1

—— wenn —1<g<1ist
1-q
o wennqg>1 ist

+00 wenn g <-—1 ist



Visualisierung einiger geometrischer Reihen

et =1
2 22 23 L N ] 2n o0 e
Also ist;
1+1+1+1+i+...=1+1=2
2 4 8 16
1 1 1 1
—— furg=— -ergibt =—=2
1—q 2 1—% %




Visualisierung einiger geometrischer Reihen

b b b=
4 42 43 L 4n 00._3
Also ist:
1 1 1 1 1 4
1+—-—+—+—+ — +.=1+—=—
4 16 64 4° 3 3
1
—fiirq:1 ergibt 1 1.2
1-q 4 1-5 2 3




Visualisierung einiger geometrischer Reihen

SN SN SIS A S
3 9 7 3 4

Also ist:
1 1 1 1 1 3
l1-=-—+—--—=+ = ——+—-..=—
3 9 27 81 3 4
1 1 1 1 3
— flirq=—— ergibt =—==
1-q 3 1-(-1) 4 4




/enon-Paradoxon

Wir wissen:
Ist0 < g < 1, soqilt

1
1+q+q°+q° +q" +..=——
1-q
Beim Lauf des Achilles war q:% Also ist
1 1
1OS+1S+iS+iS+...=1OS+ 1 S:105+—OS:11—S
10 100 1-1L 9 9

10

Also Uberholt Achilles die Schildkrote ste. nicht in den ersten 11 /5 Sekunden.



Periodische Dezimalzahlen

Die Zeit, die Achilles lauft, ist

105+1S+is+is 1
10

+——s+
100 1000

Schreibt man dieses als Dezimalzahl,

10s+15s+0,1s+0,015s+0,001s +..=11,111... 5

so ist einem sofort klar, dass es eine endliche Zeitspanne ist und keine unendlich
grol3e.

Periodische Dezimalzahlen sind Summen mit unendlich vielen Summanden.



Periodische Dezimalzahlen

0,9=0,9999... =1

9 9 9 9
10 100 1000 1000()

9 1 1 1
— | 14+—+ + +...
10 10 100 1000

0,9999..

9 1

— ; Um Mehrdeutigkeiten auszuschliel3en,
10 1—5 ist eine Darstellung mit Periode 9 in

9 1 unserer Zahlschreibweise nicht zulassig.
—.—=1

T10 2 049 =05 1289 =1,24



Periodische Dezimalzahlen

Eine etwas einfachere Rechnung

10x=9,9999...
x=0,9999... Subtrahieren

9x=9,0000..

Also

x=1



Periodische Dezimalzahlen

0,9=1
Hier zwei Argumente fur das ,Bauchgefuhl”.

%=0,3333333333...

> | 3
gz 1=0,9999999999..

1,0 1,00 1,000 1,0000 1,0000000...
-0,9 —-0,99 —-0,999 —0,9999 —0,9999999...
=0,1 =0,01 =0,001 =0,0001  =0,0000000..,

unendlich viele

Im Ergebnis kommt keine 1 mehr, da erst unendlich viele Nullen kommen.




1
1+qg+q¢°+q¢°+q* +..=—— , 0<g<1
1-q
Bel der geometrischen Reihe erhalt man einen endlichen Wert,
welil die einzelnen Summanden immer kleiner werden.

Ist das immer so?

Das heift:

Werden die einzelner den (irgendwie)
Kleiner, so ergibt dere mation einen

endlichen Wert. O



l+=—+=—+—-+=-+—+...
2 3 4 5 6

Die harmonische Reihe ist das bekannteste Gegenbeispiel, denn

Harmonische Relhe

1

1

1

1

1

—> ©O

diese Summe strebt gegen Unendlich.

A H WON -

6
7
8
9
10

1/n
1
0,5
0,3333
0,25
0,2
0,1667
0,1429
0,125
0,1111
0,1

Summe

1

1,5
1,83333
2,08333
2,28333
2,45000
2,59286
2,71786
2,82897
2,92897

n 1/n Summe
11 0,0809 3,01988
12 0,0833 3,10321
13 0,0769 3,18013
14 0,0714 3,25156
15 0,0667 3,31823
16 0,0625 3,38073
17 0,0588 3,43955
18 0,0556  3,49511
19 0,0526 3,54774
20 0,05 3,59774



Harmonische Relhe

1 1 1T 1 1
l+=—+=—+—-+=-+—+...
2 3 4 5 6
n Summebis%
7223 9,462311
7224  9,462449
7225 9,462587
7226 9,462726
7227 9,462864
7228 9,463002

7229

9,463141

Unveranderte Stellen sind keine
Garantie fur einen Grenzwert.



Harmonische Relhe

1 1 1T 1 1
l+=—+=—+—-+=-+—+...
2 3 4 5 6

Grafische Darstellung
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Zweite Linie: Fortsetzung des Diagramms mit
1 Einhelt pro Zentimeter einmal um die Erde.

oooooooooooooooooooooooooooooooooo

oooooooooooooooooooooooooo
.....
......
.....
o o o
L TR S 1
e 211
.

|
|
- -

123 456 7 8 91011121314151617181920212223242526272829303132333435363738394041424344454647484950515253545556575859606162636465666768697071727374757677 787980818283 8485 8687888990



Harmonische Relhe

2 2 2!
eyt trrttrr ity
2 3(4)5 6 7(8)9 10 11 12 13 14 15 (19 17

11 101 11 11 1 1 1 1 1 1 111
>l+—+—+—F—+—-+—+—f—+—+—+—+—+—+—+—+
4 408 8 8 8|16 16 16 16 16 16 16 16/ 32
2.1 _4_1 8 _1
4 2 g8 2 16 2

Die verkleinerte Reihe ergibt unendlich oft den Teilwert '/,.

Also ist sie unendlich groB.
Die harmonische Reihe ist sogar noch grdBer, also erst recht unendlich groB.

+...



Harmonische Relhe

il L S0
2 3 4 5 6

Ein zweiter Beweis (indirekt)

Angenommen, die Summe ergibt einen endlichen Wert S:

1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1
S=l+—+-+—+-+—-+—-+—F+—F+—+—+—+—+—+—+
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 1 1 1 1 ] 1 1
— e +— +—...

6 8 10 12 14

1 1 1 1 ] 1 1
—S5=1 +=- += +=  += +— +—..
3 5 7 9 11 13

Die blaue Hélfte ist offensichtlich gréBer als die rote, lS < lS

was aber Unsinn ist.

Die Annahme, dass S ein endlicher Wert ist, ist falsch.



Variationen zur Harmonischen Relhe

il L S0
2 3 4 5 6

Wir addieren offensichtlich zu viele Zahlen. Also lassen wir welche weg.

/1/ 1% 1% 11 1-T 1

l+~<+—+—+=F=+—+—+— +—+—+ +—+—+..

2 3 4 6 7 8 10 11 12/1/3/‘1714 15 16
11 1

1 1 1
=—+—+
8

+—+—+—+...
12 16 20 24
1 1 1 1 1

4
1 l+=4+—-+—+=-+—++ —> ©O
4 23 4 56 7

Ein ,gleichmaBiges Ausdunnen® der Summe fuhrt nicht dazu, dass sie
gegen einen Grenzwert strebt.



Variationen zur Harmonischen Relhe

il L S0
2 3 4 5 6

Wir addieren offensichtlich zu viele Zahlen. Also lassen wir welche weg.

/1/f 1%/1 11 .1 1 11
l+4-+—+—t—F—F+—+—+—+— t—t—t -+t
2 3 4 6 7 8 9 12 13 14 15 16
11 1 1 1 2
=l+—-4+—4+—+—+—+... JT
4 9 16 25 36 N ~ 1,645 1735 Euler

Die Quadratzahlen sind offenbar ,dinn genug verteilt".



Variationen zur Harmonischen Relhe

1+1+1+1+1+6+ N

2 3 4 5

Wir addieren offensichtlich zu viele Zahlen. Also lassen wir welche weg.

A A b
4 5 11/12 13/141/"’15 6

1
—+— + ...
5 7 11 13 17 19 3 00

1 1
:—+—+
23 1737 Euler

Die Primzahlen liegen dichter als die Quadratzahlen
und liefern somit zu viele Summanden.



Variationen zur Harmonischen Relhe

1+1+1+1+1+6+ N

2 3 4 5

Die Nenner werden nicht schnell genug grof3, so dass die Summanden
nicht schnell genug klein werden.

| | | 1 | |
+—+—+—+—+

1S 2S 3S 4S SS 6S

Ist s > 1, so wachsen die Nenner schneller.

FUr jedes s> 1 hat die Reihe einen endlichen Wert, z.B. fur s = 2.

1 1 1 1 1 . . )
((s)=—+—+—+—+—+—+... Dasistdie von Euler eingefihrte

2" 3 4 5 6 und von Bernhard Riemann
weiter untersuchte Zeta-Funktion.

C(§j= L S S +..=2,6124

+ ...




alternierende Relhen
al—a2+a3—a4+a5—a6+a7—+...

und a1>a2>ag>a4>a5>a6>a7...

dann besitzt die Reihe immer einen Grenzwert (Leibniz).

Die Summanden mussen immer kleiner werden,
es ist aber egal, nach welcher GesetzmaBigkeit.



alternierende Relhen
al—a2+a3—a4+a5—a6+a7—+...

Beispiel:

1—l+l—l+l—l+l—l+—...:1n2z0,6931...
2 3 4 5 6 7 8

Aber ACHTUNG:

Der Grenzwert ist an eine Reihenfolge der Summanden
gebunden. Die einzelnen Zahlen (mit Rechenzeichen) dirfen
nicht vertauscht werden.



alternierende Relhen

1 1 1 1 1 1 1
l——+———+———+———+—...
2 3 4 5 6 7 8

so umordnen, dass der Grenzwert 1,5 ist.

e T I e o B B o e e B S ST S 2 2 S s v
° ° °
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l+=—+=———+—=+— +—=t+—=——+—=+—+ ——+—=+...
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