
Die Fibonacci-Zahlen
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Lernziel für heute
„An der Mathematik irritiert mich, 
dass der goldene Schnitt und die 
Fibonacci-Zahlen sich zueinander 
so verhalten, als sei der ganze 
Kosmos schlampig gearbeitet.“

(JaMiRi, Karikatur-Zeichner der Deutschen Mathematiker Vereinigung)
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Leonardo Pisano
Leonardo von Pisa ca. 1170 bis 1250
Sohn eines Kaufmanns aus Pisa

Sein Vater war Handelsattaché der Republik Pisa in Bugia (im heutigen 
Algerien).

Er zeigte früh eine mathematische Begabung, die sein Vater förderte. Auf 
Handelsreisen nach Ägypten, Syrien, Griechenland und Sizilien baute er 
sein mathematisches Wissen aus.

Hier lernte er auch arabische und indische Mathematik kennen und vor 
allem das Dezimalsystem.

Dazu schrieb er 1202 das Werk „Liber abaci“, das in den nachfolgenden 
Jahren (ab ca. 1260) ein bedeutendes Werk für die Mathematikausbildung 
von Kaufleuten in Norditalien wurde. Insbesondere behandelte Leonardo 
Rechenaufgaben im Dezimalsystem und nicht im römischen Zahlsystem.

Zum Namen

Sein korrekter Name ist Leonardo Pisano, sein Vater hieß Guglielmo Bonaccio.  
Leonardo bemerkte selbst in seinen Schriften, dass er der Sohn des Bonaccio 
ist (Lat.: filius Bonacci).

Beim Studium seiner Schriften machten Mathematiker/Historiker (u.a. Éduard 
Lucas, 1842-1891) daraus den Namen „Fibonacci“ und zitierten darunter 
mathematische Ergebnisse, u.a. die berühmte Zahlenfolge.
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Auf Seite 124 steht im „Liber abaci“ folgende Aufgabe:


Ein Mann hielt ein Paar Kaninchen an einem Ort, der ringsum von einer Mauer 
umgeben war, um herauszufinden, wie viele Paare daraus in einem Jahr 
entstünden. Dabei ist es ihre Natur, jeden Monat ein neues Paar auf die Welt 
zu bringen, und sie gebären erstmals im zweiten Monat nach ihrer Geburt.

Fibonacci-Zahlen
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Fibonacci-Zahlen
1. Monat

2. Monat

3. Monat

4. Monat 3x 2x 5x 3x

also: 1 —> 2 —> 3 —> 5 —> 8 —> …
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Fibonacci-Zahlen
Definition der Fibonacci-Zahlenfolge

F1 = 1 F2 = 1 Fn+1 = Fn + Fn−1

Index n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Fibon. 
Zahl Fn

1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144

also z.B.  F7 = 13 Die 7. Fibonacci-Zahl ist 13.

25 ist keine Fibonacci-Zahl,

55 ist eine Fibonacci-Zahl, nämlich die 10.
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Aktien, Kursverlaufsanalyse

Fibonacci-Zahlen
Praktische Anwendungen

Der Stammbaum einer (Bienen-)Drohne
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1. Zusammenhang

Goldener Schnitt - Fibonacci-Zahlen

Das Prinzip der stetigen Teilung

Jeder Major M wird zerlegt in einen 
neuen (kleineren) Major und einen neuen 
Minor m und jeder Minor bleibt 
unzerteilt, wird aber zum neuen Major.

M m
M m M
M m M M m
M m M M m M m M

Das Prinzip der Kaninchenvermehrung

Jedes alte Kaninchen A bleibt alt, bringt 
aber ein Babykaninchen b zur Welt

und jedes Baby wird zu einem alten 
Kaninchen.

A b
A b A
A b A A b
A b A A b A b A
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2. Zusammenhang

Goldener Schnitt - Fibonacci-Zahlen

Index 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Fibon.Zahl 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144
kn 1 2 1,5 1,666666666666671,6 1,625 1,615384615384621,619047619047621,617647058823531,618181818181821,61797752808989

Wachstumsfaktor: Um welchen Faktor k wird eine Fibonacci-Zahl vergrößert, um die 
nächste zu erhalten? Fn+1	=	kn+1	∙Fn 

Der Wachstumsfaktor nähert sich offenbar immer genauer 𝛷 ≈ 1,6180…
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2. Zusammenhang

Goldener Schnitt - Fibonacci-Zahlen

Index 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Fibon.Zahl 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144
kn 1 2 1,5 1,666666666666671,6 1,625 1,615384615384621,619047619047621,617647058823531,618181818181821,61797752808989

Herleitung

Fn+1 = Fn + Fn−1    |   :Fn
Fn+1
Fn

= 1+ Fn−1
Fn

= 1+ 1
Fn
Fn−1

Beide Brüche sind jeweils eine Fibonacci-Zahl 
geteilt durch die vorhergehende Fibonacci-Zahl.

setze   lim
n→∞

Fn+1

Fn
= lim

n→∞

Fn
Fn−1

= x

x = 1+ 1
x

     ⇒      x2 = x +1 Das ist die charakteristische Gleichung für 𝛷.
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3. Zusammenhang

Goldener Schnitt - Fibonacci-Zahlen

Wenn die Quotienten (Fibonacci-Zahl : vorhergehende Fibonacci-Zahl) 
im Grenzwert gegen 𝛷 konvergieren, dann konvergieren die 
umgekehrten Quotienten (vorhergehende Fibonacci-Zahl : 
Fibonacci-Zahl) gegen den Kehrwert von 𝛷, das ist 𝜑.

Fn
Fn−1

→Φ    also    Fn−1

Fn
→ 1

Φ
=ϕ

Die Fibonacci-Zahlen liefern gute Näherungen für 𝜑 
2
3

,   3
5

,   5
8

,   8
13

,   13
21

,   21
34

,  ...

11



Gesetzmäßigkeiten für die 
Fibonacci-Zahlen

Index 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Fibon.Zahl 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144

„Sprünge“ beim Berechnen

Fn+k ≈ Fn ⋅Φ
k

Beispiel: F7 = 13   Zu F12 ist ein Sprung um k = 5 Positionen.

F12 = F7+5 ≈ F7 ⋅Φ
5 ≈13⋅1,6185 ≈144,157

F22 = F12+10 ≈144 ⋅Φ
10 ≈144 ⋅1,61803410 ≈17710,83

Man kann um k Schritte weiterspringen.

Achtung: Je größer die Sprünge sind, desto genauer muss 𝛷 sein.

F22 = 17711
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„An der Mathematik irritiert mich, 
dass der goldene Schnitt und die 
Fibonacci-Zahlen sich zueinander 
so verhalten, als sei der ganze 
Kosmos schlampig gearbeitet.“
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Die Geschichte des 
„goldenen Schnitts“

Vor gut 2000 Jahren, Euklid:

Als geometrisches Problem zur Konstruktion des regelmäßigen 
5-Ecks mit Zirkel und Lineal

Renaissance, Luca Pacioli ~ 1500:

Verfasst mit Leonardo da Vinci das Buch „De Divina Proportione“

(mit vielen Bezügen auf Vitruvius)

Der Begriff „goldener Schitt“ wird erst ab dem 19. Jahrhundert 
gebräuchlich, als „sectio aurea“ neben „sectio divina“.
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Der Goldene Schnitt in der Kunst

15



Der Goldene Schnitt in der Kunst
Der Bauchnabel teilt die 
Körpergröße im goldenen 
Schnitt. (0,618)

Messung am eigenen Körper:

Major: 0,585   

307 px

200 px

hier:  307 : 507 ≈ 0,606
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Der Goldene Schnitt in der Kunst
Die Dreiecke von den 
Ecken zur Kantenmitte sind 
goldene Dreiecke

(ca. 36° in der Spitze)
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Der goldene Schnitt in der Natur
360° · 𝜑 ≈ 222,5°

„goldener Winkel“

360° – 222,5° = 137,5°

               Major          Minor
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Der Vitruvianische Mann
Vitruv

Marcus(?) Vitruvius Pollio(?)

Architekt und Bauingenieur

80-70 v.Chr. bis ca. 15 v.Chr.

Hat ein zehnbändiges Werk zur Baukunst heraus-
gegeben. Das Werk ist im Mittelalter überraschend oft 
kopiert worden, obwohl es auf die romanischen und 
gotischen Bauten keinen Einfluss hatte. Es wurde zur 
Renaissance wiederentdeckt und beachtet.

Er behandelt sowohl die Technik als auch die Ästhetik 
von Bauten.
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Der Vitruvianische Mann

Am Anfang des Bands 3 
beschreibt er die Propor-
tionen eines Menschen als 
Vorbild dafür, dass auch bei 
Gebäuden gewisse 
Proportionen eingehalten 
werden müssen.
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Übersetzung Dr. Franz Reber, 1865

21



520 px

52 px

630 px

Bauchnabel - Füße

315 px

315
520

≈ 0,60577

75 px
87 px

Mein Fuß: 28 cm

28·6 = 168

182:28 ≈ 6,5

Fuß: 70 px

75·6 = 450

520:6 ≈ 87
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Vitruv hat seine Bücher nicht illustriert.

Verschiedene Maler haben die Beschreibung in ein Bild 
umgesetzt.

Kritik: (Auch Leonardo) Menschen haben nicht die gleichen 
Proportionen, lassen sich nicht in den gleichen Maßstab 
pressen. (eigene Erfahrung beim Kleiderkauf)
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Seit 1940 arbeitete Corbusier an einem 
Maßsystem für Gebäude und Möbel, das sich 
am menschlichen Körper orientierte. Dieses 
System wurde im Buch „Le Modulor“ 1948 
veröffentlicht, 1955 erschien „Le Modulor 2“ mit 
einem leicht veränderten System. 

Der Modulor (Le Corbusier)

175 216
108 0,6171 133 0,6157
66 0,6111 82 0,6165
41 0,6212 51 0,6220
25 0,6098 31 0,6078
16 0,6400 20 0,6452
9 0,5625 16 0,8000
7 0,7778 14 0,8750

Bei beiden Größenfolgen erkennt man das 
Fibonacci-System mn+1 = mn + mn-1.
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Der Modulor (Le Corbusier)

27 43 70 113 183
86 140 226

0,628 0,614 0,6195 0,6175
0,6143 0,6195

Das Maßsystem aus 
Modulor 2
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Ein Möbelstück nach den Maßen des Modulors 2
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heutige Küchenplanung

„form follows function“
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Goldener Schnitt und allgemeine 
Fibonacci-Zahlen (Corbusier)

Der Grenzwert 


hängt nur vom Bildungsgesetz ab


nicht von den Startwerten.

zn
zn+1

→ϕ ≈ 0,618

zn+1 = zn + zn−1

Experimentier-

datei
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