Die Kraft der Geometrie
oder Eine geometrische Losung zum Baseler Problem

von Reimund Albers, Bremen

Im Baseler Problem geht es um die Summe der reziproken Quadrate, also

1 1 1 1
+ —+—+?+..., und ein exaktes Ergebnis fiir diese Reihe. Natiirlich kann man

FERTRORE

numerisch eine Naherungszahl ermitteln und auch mit einfachen Mitteln zeigen, dass
die unendliche Reihe beschrinkt ist und somit einen Grenzwert besitzen muss. Es war
jedoch lange unklar, welches der exakte Wert ist. Hier haben sich vor allem Baseler

Mathematiker ca. einhundert Jahre daran versucht, bis 1737 der (damals) Baseler
2

Leonard Euler die Losung % veroffentlichte.

Bis heute gibt es viele verschiedene Herleitungen dieses Ergebnisses?. Alle fufsen auf
Uberlegungen, die (zumindest) Grundkenntnisse in Analysis erfordern. Das gilt auch fiir
den originalen Beweis von Euler.

Ich mochte hier eine Herleitung vorstellen, die ganz wesentlich auf geometrischen
Uberlegungen beruht. Die Idee dazu habe ich von dem Film ,Why is pi here? And why is
it squared?” des Internetautors ,3Blue1Brown®, der allerdings sehr stark physikalisch
argumentiert und gerade die geometrischen Uberlegungen nicht wirklich ausarbeitet.
Ich mochte mit dieser Darstellung die fiir den Gedankengang wesentlichen,
geometrischen Betrachtungen herausstellen.

Beginnen wir mit der Definition einer abstrakten, geometrischen Grofe, die physikalisch
motiviert ist.

DEFINITION Die Intensitat eines Punktes (in Bezug auf einen anderen Punkt)
1

s

Die Intensitét /,(A) eines Punktes A in Bezug auf den Punkt Bist I (A)=

1
Man erkennt hier das — Gesetz fiir Energiestrahlung (Licht, Warmestrahlung), das bei
r

der Begriffsbildung Pate gestanden hat.

Ein fiir die Herleitung wesentliches Gesetz ist der sogenannte ,inverse Pythagoras®.
Gegeben ist ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit

rechtem Winkel bei C. Es sei F der Fuf3punkt der ¢

Hohe von C auf die Seite E

Dann gilt I (F)=1_(A)+I.(B) .

Beweis

Es seien wie uiblich ‘AC| =b, BC| =a, FC| =h und N 'F. *g

‘AB| =c. Dann gilt fiir den Flacheninhalt des

1 Eine Veréffentlichung von 14 Herleitungen dazu findet man unter
http://secamlocal.ex.ac.uk/people/staff/rjchapma/etc/zeta2.pdf



1 1
Dreiecks Eab: Ehc, also a’b* =h*c*= hz(a2 +b2). Die Division durch a’b*h?* fiihrt auf

1 1 1
— =—+— . Unter Bertcksichtigung der eingefiihrten Strecken a, b und h und der

W a

Definition der Intensitét erhédlt man die behauptete Beziehung I (F)=1_(A)+I (B).O
Daher gilt folgendes Verteilungsgesetz:

Im rechtwinkligen Dreieck kann man die Intensitat des Hohenfuf3punktes verteilen auf
die beiden Endpunkte der Hypotenuse (alle Intensitiaten bezogen auf den Scheitelpunkt
des rechten Winkels).

Genau das werden wir nun sehr haufig tun.

Wir beginnen mit einem Kreis um den Mittelpunkt My, der einen M
Umfang von 2 hat. Sei Z ein Punkt auf dem Kreis und ihm genau
gegeniber der Punkt M;.

Alle nun angegebenen Intensitaten beziehen sich auf den Punkt Z, so

dass wir im Folgenden nur I(..) fiir die Intensitat schreiben statt I (...).

2
Wegen des Umfanges 2 gilt ‘Mlz‘ =— und daher I(M,)= 1 -
T

Im ersten Schritt zeichnen wir zu dem Kreis um Mg

einen Kreis k1 um M1 mit dem Radius ‘ZM1|. Zur kq

Geraden M, zeichnen wir eine Senkrechte durch My,

die den Kreis k1 in P11 und P12 schneidet. Nach dem p
Satz des Thales ist das Dreieck ZP1,1P1,2 rechtwinklig in
Z. Damit erfiillen die Punkte M1, P11 und P, die

Voraussetzungen fiir das Verteilungsgesetz und es gilt:

? Z
10M)=1(P, ) +1(P,)=2-

Da der Kreis ki den doppelten Radius gegeniiber dem Kreis um My hat, ist sein Umfang 4

ZP, |=1,|P_P, /=2 und P zZ

1,112

=1.

mit den Bogenlangen

Im nachsten Schritt konstruieren wir M» als
Schnitt der Geraden ZM; mit k; und zeichnen

einen Kreis k, um M; mit dem Radius ‘ZM2|. PZ )3

Die Gerade ZM; teilt die Ebene in zwei Halften. kZ
Diejenige, in der P1,1 liegt nennen wir die rechte
Halbebene, diejenige, in der P12 liegt nennen
wir die linke.

Die Gerade P11M; schneidet den Kreis kz in
zwei Punkten. Den in der rechten Halbebene
nennen wir P21, den in der linken Halbebene
P23. Nach dem Satz des Thales ist das Dreieck
ZP31P2 3 rechtwinklig in Z. P11 ist in diesem
Dreieck der Fuf3punkt der Hohe von Z auf die




Hypotenuse P2,1Pz3. (Satz des Thales tiber dem Durchmesser ZM, des Kreises ki.) Damit

erfiillen P11, P21 und P23 die Voraussetzung flir das Verteilungsgesetz und es gilt
I(P,)=1I(P, )+I(P,,). Analog schneidet P12M: den Kreis kz in P22 und P24 und es gilt

I(P,)=1I(P,,)+I(P,,). Addieren wir die beiden Gleichungen fiir die Intensitaten, so

7_[2

erhalten wir I(P, )+I(P ,)=1I(P, )+I(P,)+I(P,,)+I(P,,)= T
Da der Kreis k; den doppelten Radius gegeniiber dem Kreis kj hat, ist sein Umfang 8. Da
die Geraden P2,1P23 und P22P2 4 senkrecht zueinander sind, teilen sie den Kreis kz in vier

gleiche Teile mit jeweils der Lange 2. Aus Symmetriegriinden halbiert Z den Bogen

P2,4P2,1 '
Somit gelten ZPZ,1 =1, PZJPZ,2 =2, PZ‘ZPZ,3 =2, PZBPZ’4 =2 und ‘PZAZ =1.

Diese Konstruktionen setzen wir schrittweise fort. Der Schritt von n auf n+1 ist eine
Konstruktion der Punkte auf dem Kreis kn+1 aus den Punkten auf dem Kreis k.

Gegeben ist der Kreis k, um M, mit dem Radius ‘ZMH| und den Punkten P bis P Der

Kreis k, hat den Umfang 2™ und die Punkte Pn_i ,1=1,2,..,2" liegen dquidistant auf k,

d.h. der Bogen von einem Punkt zum nachsten hat die Lange 2. Aus Symmetriegriinden

U

ZP |

=1 ist. Die Summe der Intensitaten tiber alle

halbiert Z den Bogen P P, SO dass

7[2
Punkte auf k, ist I .

Poi19n40

Pri1ony

Pn_|_1.2n+1




Mit dieser Figur erfolgt nun die Konstruktion des nachsten Kreises ky+1 und der darauf
liegenden Punkte.
Der Strahl ZM, schneidet den Kreis k; in Mp+1. Ks+1 ist der Kreis um Mp+1 mit dem Radius

‘ZMH

den Kreis ky+1 jeweils in zwei Punkten. Da Mp+1 ein Punkt der oben eingefiihrten Achse
ZM; ist, liegt einer der Schnittpunkte in der rechten Halbebene - er bekommt die

e kn und ky+1 beriihren sich somit in Z. Die Geraden MMPW. ,i=1,2,..,2" schneiden

Kennung P .- und der andere in der linken Halbebene, P Fir die Punkte

P i=1,2,..,2"" gelten nun folgende Eigenschaften:

n+l,i

1.Die P, liegen dquidistant.
Auf dem Kreis kj, liegen die Punkte P bis PnzH in der rechten Halbebene, die Punkte

Pn i bis Pn . in der linken. Da die Punkte Pm. auf dem Kreis k, aquidistant liegen, sind

nach dem Peripheriewinkelsatz die Winkel <IPM.M P i=1,2,.,2""=1 und

n+l" n,i+l ’

<P M P i i=2""+2,.,2"alle gleich grof3. Da M;.1 der Mittelpunkt des Kreises ky+1 ist,

n,i- n+l n,i—
sind dann auch die Bogen, die
zwischen den Geraden M;.1Pp,; auf
der Kreislinie von kn+1 liegen, gleich
grofs.
Als einziger Sonderfall muss der
Bogen betrachtet werden, der

zwischen den Geraden M P
n+l" piq,2m1

und MMP

n+1,2" 141

Nennen wir die Grofe der Periphe-

liegt.

riewinkel ‘{P M P |=«a,soist
n,i- n+l" n,i+l
ebenfalls‘{P LLP =
nz2 n2" " +1
Folglich ist P12
<P M P _[=180°-c und
n2"™ 41 n+l 2"

sein Nebenwinkel

<P

n+1,2"1 Tl g1 27

=q , was gezeigt werden sollte.

2. Die Lange der Bogenabschnitte auf ky+1 ist 2

Auf dem Kreis kp+1 liegen 27+1 dquidistante Punkte. Die Kreislinie hat die doppelte Lange
der Kreislinie von kj, also 2-2+1, Folglich hat jeder Bogen zwischen zwei aufeinander
folgenden Punkten von ky+1 die Lange 2.

—

ZPn+1,1 = 1 '

Aus Symmetriegriunden halbiert Z den Bogen P P so dass

n+1,2 nk1

2
3. Die Summe der Intensitaten tiber alle Punkte auf ky+1 ist %



Die Gerade durch P und P verlauft durch den Mittelpunkt M;.1 des Kreises Kkn.1.
Folglich ist das Dreieck ZP P rechtwinklig in Z. Da die Gerade ZM;+1 durch M,
verlauft und P,; auf dem Kreis kj, liegt, ist nach dem Satz von Thales ‘{MMPH ,-Z| =90°,

also Py, Fuf3punkt der Hohe von Z auf P__ P . Damit erfiillen an, P

n+li pa1,2"+i

~und P . die
oy n,i

n+1,2"+
Bedingungen fiir das Verteilungsgesetz und es gilt I(P )= I(PMI,)+I(PH+1 2nﬂ,) . Die

2n+1

2" 2 2"
Summe tiber alle i von 1 bis 27 liefert ZI(P"J,) = % = ;(I(Pnﬂ,i)—i_I(Pn+1,z"+i)) = ;HPM_,-) :

i=1

Machen wir nun den Grenziibergang n— oo, so entartet der Kreis k;, zur Geraden durch
Z senkrecht zu ZM. Die Punkte indizieren wir nur noch einfach. Die Entfernung von Z
zum ersten Punkt auf den Kreisen war immer 1, also liegt der erste Punkt P; bei 1. Seine

1
Intensitét zu Z ist folglich I(P,)= T Alle weiteren Punkte liegen, wie schon auf den

Kreisen, dquidistant mit dem Abstand 2.
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1
Damit liegt der nichste Punkt auf der Geraden bei 3 und seine Intensitat ist I(P,)= 7

Die Summe aller Intensitaten ldsst sich somit explizit hinschreiben.
1 1 1 1 1 :
I(P)+1(P)+I(P)+I(P)+I(P,)+..= 1—2+§+5—2+?+¥+... Da die Summe aller
2
Intensitaten bei jedem Schritt konstant % geblieben ist, gilt dieses auch hier.

Beschranken wir uns nur auf die Punkte der rechten Halbebene, so gilt aus

Symmetriegriinden l+—+l+i+i+ —7[—2
d s 1 3 5 77 9 7 8
11 1 1 1 1 1 1
Ziel unserer Untersuchung ist die Summe S= 1_2+?+?+?+§+E+?+§+"“
1 1 1 1 1 1
Multipliziert man die Summe mit —, erhdltman § =—S=—+—+—+—=+—
4 g 22 4 6 8 10°
den Anteil mit geradzahligen Nennern. Die von uns berechnete Intensitaitssumme ist

1 1 1 1 1 2
gerade der Anteil mit den ungeradzahligen Nennern, § = —+—+—+—+—+ -

12 3¢ 52 72 9 gt

+..., also

2 2 2
Danngilt §=S +S :—S+ﬂ—,also ES:ﬂ— = Szﬂ—,womitwir
g v 4 8 4 8

l+l+i+i+i+i+ —ﬂ—z ezeigt haben
2 g g g T g B8 '



