R. Albers Beweis zum Satz des Mittenpunktes

Behauptung
Die den Mittenpunkt definierenden Geraden schneiden sich in einem Punkt.

Beweisskizze

In der Umkehrung des Satzes von Ceva in trigonometrischer Form werden die charakte-
ristischen Briiche mit den Sinus der Teilwinkel umgeformt. Die Gleichung erweist sich dann
als Satz von Ceva fiir die Hohen.

Beweis

Flr den Beweis werden folgende Hilfslinien und
Beschriftungen eingefiihrt.

Die wesentliche Bezugsfigur ist das Dreieck Lalplc. In
Bezug auf dieses sind die Linien I,B und I.C
(gestrichelt) Hohen und das Ausgangsdreieck ABC ist
das Hohenfufspunktdreieck. M ist der Mittenpunkt
des Dreiecks Lalplc. Dafiir ist die Gerade [.Ma, eine
Ecktransversale, die den Winkel mit dem
Scheitelpunkt I, in zwei Teilwinkel zerteilt, o, und oL.
Flr diese Winkel sind in der Umkehrung des Satzes
von Ceva die Sinus mafgeblich. Fiir deren
geometrische Umsetzung werden von B und C die
Lote auf [.M, gefallt. Die Fufdpunkte sind Fg und Fc.

Fecl__[FgBl
CL,] © 7 TBL]

sinay =

Die Dreiecke MiFcC und M.FgB sind kongruent, da |[M,C| = |M,B| und die rechten Winkel und
die Scheitelwinkel bei M, gleich grof sind. Folglich gilt auch |F:C| = |FgB]|.
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sinay, _ |FcC| [BIy| _ [BIy|
sin ac |CI,| |FgBI |CI,|

Damit gilt

Analog ergibt sich fiir die anderen, durch die
Ecktransversalen zum Mittenpunkt erzeugten
Teilwinkel:

sin Bc ICIbI sin Ya IAICI

sinB,  |Al| siny,  |BI|

Setzt man nun diese Briiche zum Ausdruck fiir den
Satz von Ceva zusammen, erhalt man:
sina, sinfB. siny, |Bl,| |Cl,| |Al]

sina,. sinf, . siny, |CI,] ‘ |AlL | ' |BI..|

Die rechte Seite ist der Ausdruck fiir den Satz von Ceva fiir die Hohen des Dreiecks lL.Ivl., deren
Fufdpunkte die Ecken A, B und C sind.

Da sich die Hohen bewiesener Mafden in einem Punkt schneiden, ist dieser Ausdruck = 1 und
somit auch der Ausdruck fiir die Geraden und Winkel fiir den Mittenpunkt.



