EINBLICKE
in die Theorie der Kettenbriiche

B. O. Stratmann

Finleitunyg.

Im folgenden werden wir einige Einblicke in die faszinierende Welt der Menge der reellen
Zahlen R geben. Dazu erinnern wir zunachst an die Menge der natirlichen Zahlen N =
{1,2,3,...}. Klar dass, wenn wir zwei Zahlen aus N addieren, wir wieder eine Zahl aus
N erhalten. Anders sieht das aber aus, wenn wir uns die Menge N unter der Operation
‘Subtraktion’ anschauen (es sei daran erinnert, dass die Operation ‘Subtraktion’ als die
Umkehrung der Operation ‘Addition’ aufzufassen ist, oder, mit anderen Worten, dass die
‘Subtraktion’ die zur Operation ‘Addition’ inverse Operation ist). Subtrahieren wir z.B. die
naturliche Zahl 5 von der naturlichen Zahl 3, so ist das Ergebnis keine naturliche Zahl
mehr. Um aber nun einer derartigen aus N herausfuhrenden Subtraktion dennoch einen
Sinn zu geben, fiihren wir die Menge der ganzen Zahlen Z = {..., -2 —1,0,1,2,...} ein.
Fur die Menge Z gilt, dass sie invariant unter den Operationen ‘Addition’ und ‘Subtraktion’
ist, d.h. sowohl das Addieren als auch das Subtrahieren zweier beliebiger ganzer Zahlen
ergibt stets wieder eine ganze Zahl. Der nachste Schritt in der Evolution der Zahlen war
dann die Entdeckung der Operation ‘Multiplikation’. Klar dass, wenn wir zwei Zahlen
aus N miteinander multiplizieren, das Ergebnis stets wieder eine naturliche Zahl ist. Mit
anderen Worten, es gilt, dass die Menge N invariant unter der Operation ‘Multiplikation’
ist. Allerdings handeln wir uns hierbei erneut ein Problem ein. Betrachten wir nun namlich
die zur ‘Multiplikation’ inverse Operation, die ‘Division’; so stellen wir fest, dass diese uns
aus der Menge N herausfihren kann. Dividieren wir z.B. die naturliche Zahl 1 durch
die natiirliche Zahl 2, so ist das Ergebnis natiirlich keine natiirliche Zahl mehr (d.h. die
Menge N ist nicht invariant unter der Operation ‘Division’). Um derartige Ergebnisse
dennoch sinnvoll zu beschreiben, miissen wir abermals unsere zugrundeliegende Menge N
erweitern. Dieses geschieht durch die Einfuhrung der Menge der positiven rationalen Zahlen
Q* = {p/q : p,q € N teilerfremd} (dabei bedeutet ‘p,q € N teilerfremd’, dass es keine
natiirliche Zahl ausser 1 gibt, die Teiler von p und ¢ ist). Wie frau/man sofort nachpriift,
gilt fiir die Menge @7, dass sie invariant unter den Operationen Multiplikation und Division
ist (ja, man konnte auch sagen, dass die Menge Q% gerade so gemacht ist, dass sie diese
Eigenschaften hat). Dieses stellt aber natiirlich noch nicht das Ende der Geschichte dar. Als
néchstes betrachten wir nun die Operation ‘Potenzieren’ auf der Menge Q% . Der Einfachheit
halber betrachten wir dieses nur hinsichtlich des Potenzierens von Zahlen aus Q%1 durch
Zahlen aus N, d.h. also wir betrachten Ausdriicke der Form (p/q)" |, fiir p,¢ € N teilerfremd
und n € N. Klar, da (p/q)” = p"/q" und p" sowie ¢" wieder natiirliche Zahlen sind,
und somit (p/q)" € Q7 , gilt, dass die Menge der positiven rationalen Zahlen Q% invariant
unter der Operation des Potenzierens durch naturliche Zahlen ist. Interessant wird es nun
wieder, wenn wir uns die Umkehrung dieser Operation anschauen, d.h. wenn wir uns die zu
dem Potenzieren durch naturliche Zahlen inverse Operation, das ‘Wurzelziehen’, anschauen.
Es stellt sich heraus, wie wir gleich sehen werden, dass diese inverse Operation tatsachlich
aus unserer jetzigen Grundmenge Q7 herausfiihren kann. Das wohl einfachste Beispiel ist
die Zahl, die durch die Lange der Diagonalen eines Quadrates mit Seitenlange 1 gegeben
ist. Mit Hilfe des Satzes von Pythagoras stellt frau/man sofort fest, dass hierbei von der
Zahl /2 die Rede ist. Aber ist /2 eine rationale Zahl, oder, mit anderen Worten, gilt



dass /2 = p/q, fiir irgendwelche teilerfremden p,q € N? Tatsichlich hatte bereits Euklid
(300 v. Chr.) hierauf eine Antwort. Im zehnten Buch des Euklid findet man den folgenden
(Widerspruchs-)Beweis fiir die Tatsache, dass /2 keine rationale Zahl sein kann, und dass
somit \/2 eine irrationale Zahl sein muss!

Nehmen wir an, dass \/2 eine rationale Zahl ist, d.h. dass /2 = p/q, wobei p und q
zwei teilerfremde natirliche Zahlen sind. Dann gilt p* = 2¢% , was insbesondere zeigt,
dass p* eine gerade Zahl sein muss (also durch 2 teilbar ist). Da das Produkt zweier
ungerader Zahlen stets eine ungerade Zahl ergibt und jede naturliche Zahl entweder
gerade oder ungerade ist, ergibt sich hieraus aber insbesondere, dass p eine gerade
Zahl sein muss. Somit haben wir p = 2r, fur wrgendeine Zahl r € N . Setzt man
dieses wieder in p? = 2¢% ein, so folgt, dass 4r? = 2¢°, also 2r* = ¢>. Letzteres
zeigt aber, dass ¢> eine gerade Zahl sein muss, woraus hervorgeht, dass auch q eine
gerade Zahl sein muss (da, wie bereits oben erwdhnt, das Produkt zweier ungerader
Zahlen stets eine ungerade Zahl ergibt). Somit haben wir jetzt gezeigt, dass sowohl p
als auch q eine gerade Zahl ist, also dass beide durch 2 teilbar sind. Dieses steht
aber klar itm Widerspruch zu unserer Annahme, dass p und q teilerfremd sind, also
keinen gemeinsamen Teiler ausser 1 besitzen. Somit war unsere Annahme, dass \/2
eine rationale Zahl ist, falsch. Es folgt also, dass \/2 eine irrationale Zahl sein muss.

Aber was bedeutet das wirklich, dass /2 keine rationale Zahl ist? In welchem Sinn lisst
sich die Existenz dieser Zahl uberhaupt verstehen? Diese Frage war eine wichtige Frage in
der Entwicklung der Mathematik, und streng genommen ist sie das auch noch zum heutigen
Zeitpunkt, obwohl man inzwischen naturlich etwas mehr daruber weifl. Dennoch, man stelle
sich nur einmal vor, wie man jemanden von der Existenz dieser Zahl iiberzeugen soll. Dabei
wire z.B. die Dezimalentwicklung von /2 von keiner grofien Hilfe, denn fiir deren erste 70
Stellen hat man das folgende, vollig unregelmaflige Verhalten:

V2 = 1.4142135623730950488016887242096980785696718753769480731766797379907324 . . .

Zum Gliick gibt es aber andere Mglichkeiten, die Zahl /2 darzustellen bzw. zu entwickeln.
Eine spezielle Art davon ist die des sogenannten Kettenbruches, der einen Grenzwert von
rationalen Zahlen darstellt, die etwa /2, um bei unserem Beispiel zu bleiben, sehr gut, ja
sogar in gewissem Sinne optimal approximieren, und bei dem fiir /2 sogar etwas aufBerst
Regelméfiges herauskommt (s. das zweite Beispiel auf Seite 3). Die Grundidee ist, eine
rationale Zahl auf eine zunachst eigenartig erscheinende Weise zu schreiben. Betrachten
wir etwa die rationale Zahl 57/17, so rechnet man sofort nach, dass sich diese wie folgt
schreiben lasst:
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und wir werden dafiir dann die Schreibweise 57/17 = [3;2,1,5] einfiihren. Der springende
Punkt ist dann, dass sich eine derartige Entwicklung auch fur irrationale Zahlen finden lasst,
diese dann aber nie abbricht, d.h. von unendliche Lange ist. Im folgenden wollen wir uns
nun etwas naher mit diesem Konzept ‘Kettenbruch’ beschaftigen.



FEine Ewnfihrung i die Theorie der Kettenbriche.

Im folgenden werden wir stets annehmen, dass ap € Ny (d.h. ag ist eine nicht-negative
ganze Zahl,d.h. ag € {0,1,2,...}) und a1,az,as,... € N (d.h. fiir jedes ¢ € N gilt dass a;
eine positive ganze Zahl ist, d.h. a; € {1,2,3,...}). Fir derartige ag,ay, as,as,... werden
wir uns dann fur Ausdricke der folgenden Form interessieren:

1
ap + T

a1—|——1
as +

as+ ...

Einen derartigen Ausdruck nennen wir einen (reguldren) Kettenbruch (abgekiirzt:‘KB’),
und die Zahlen ag,aq,as,as,... heiflen die Fingange des KB. Dabei kann die Anzahl der
Eingange eines KB entweder endlich oder unendlich sein. Ist die Anzahl der Eingange eines
KB endlich, so sprechen wir von einem endlichen KB. Ist die Anzahl unendlich so sprechen
wir von einem unendlichen KB. Um derartige Ausdrucke etwas handlicher schreiben zu
konnen, vereinbaren wir die folgende Schreibweise:

[ag; ar,as,...] = ag+ —T
at as + ...

Fir einen endlichen KB ist es unmittelbar klar, dass er eine positive reelle Zahl darstellt
(wir werden spater sehen, dass dieses in der Tat auch fiir unendliche KBs zutrifft, und dass
sogar die Umkehrung dieser Tatsache richtig ist, d.h. dass sich jede positive reelle Zahl
auf eindeutige Weise durch einen KB schreiben lasst). Frau/man kann sich sehr schnell
davon uberzeugen (7Ubung!), dass eine Zahl, die durch einen endlichen KB beschrieben
wird immer eine rationale Zahl sein muss! (Wir werden spéter sehen, dass eine positive
reelle Zahl genau dann eine positive irrationale Zahl ist, wenn sie durch einen unendlichen
KB dargestellt wird).

Beispiele:
Eine rationale Zahl:
17 1542 2 1 1 1
- T 3434 _=34_—_—"_ =3 =[3:2,2].
5 5 -I-5 -I-g -1-4_21 -1-2_1_% [3;2,2]
Eine irrationale Zahl:
V2=1+(W2-1)=1+ Lo Ly !
7 V241 2+ (V2-1)
1 1
:1—1—71:...:1—1—71:[1;2,2,2,2,...].
2+\/§+1 24 ——
24

Beachte, dass bei einem endlichen KB der letzte Eingang gleich 1 sein konnte, was dann zu
zwel Arten fuhren wirde eine Zahl durch einen endlichen KB darzustellen. Um Eindeutigkeit
zu garantieren, werden wir dieses aber nicht zulassen, d.h. wir vereinbaren, dass der letzte
Eingang in einem endlichen KB immer grofler als 1 sein soll. In dem obigen Beispiel konnten
wir also auch geschrieben haben:

L. :3+L1:3+71 — =[32,1,1],

5 511 2+1+l

was wir aber ganz einfach von jetzt ab nicht erlauben werden!



Der KB-Algorithmus:

Gegeben sei eine positive reelle Zahl « . Mit [[x]] bezeichnen wir dann die gréfite ganze
Zahl die kleiner oder gleich x ist. Als Ndchstes setzen wir dann ag = [[¢]]. Falls ap =
so bricht der Algorithmus bereits ab, und wir sind fertig. In diesem Fall 1st der KB von x
gegeben durch [ag] . Ist hingegen ag # 2, dann gibl es eine reelle Zahl vy > 1, sodass

r=ag+ —.

1
Wir betrachten dann ry, und bezeichen mit [[r1]] die grofte ganze Zahl die kleiner oder
glewch vy ist. Dann setzen wir ay = [[r]]. Entweder qilt dann # = ap + -, und der
Algorithmus bricht an dieser Stelle ab (da dann der KB von x gleich [ag; a1] igt), oder es
gilt © # ag+ % . FPalls der letztere Fall zutrifft, dann gibt es eine reelle Zahl ro > 1, sodass

Wir betrachten dann ro, und bezeichnen mit [[rs]] die gréfte ganze Zahl die kleiner oder
gleich vy ist. Wir setzen dann ag = [[ra]], und verfahren dhnlich wie zuvor. . .. ..

Der induktive Mechanismus mit dem sich dann ein beliebiges a,, finden ldsst, gegeben das

ag, ..., an_1 bereits bestimmt wurden, ist dann wie folgt.
Nehme an, dass aq,...,an—1 bereits befunden wurden, fir irgendein n € N . Gilt dann
1
r=ap+ 1 )
a1+ ——————
as + ...
Ap—1

so bricht der Algorithmus bereits an dieser Stelle ab, und wir wissen dann, dass x eine
rationale Zahl ist die durch den KB [ag; a1, ..., an,—1] dargestellt wird. Gilt hingegen

1
x #ag+ T ;
@+
as + ...
Ap—1
so gibt es eine reelle Zahl r, > 1, sodass
1
r =ap+ T
ay ++ T
as+ ... ———
An—1 + E

Wir betrachten dann ry , und bezeichnen mit [[r,]] die gréfite ganze Zahl die kleiner oder
gleich vy, ist. Wir setzen dann a, = [[ry]] .

Offensichtlich haben wir dann dass dieser Prozess der Bestimmung von a, entweder an
irgendeiner Stelle abbricht (was dann bedeutet, dass x eine rationale Zahl ist), oder dieser
Prozess geht immer weiter, d.h. er bricht niemals ab (was dann bedeutet, dass x eine
irrationale Zahl sein muss).



Definition 1 Fir einen gegebenen KB [ag;ay, as,...] (der entweder endlich oder unendlich
ist) definieren wir, fiir jedes n € Ny, die folgenden Zahlen:

® Z—" = [ag; a1, a2, ...,a,] (wobei pp,qn € N teilerfremd sind);

o vy = [An; Gnt1, Cpya, .- -

Die Zahl Z—" heifit Approximant n-ter Ordnung, und r, heiffit Rest n-ter Ordnung.

Theorem 2 Sei [ag;ay,as, ... ein gegebener KB (der endlich oder unendlich sein kann).
Fuir jedes n € Ny gilt dann

L Pny1 = Gpg1Pn + Pn-1,

2. Gn41 = Gng1qn + gn-1,

3. @uPn-1—Pngn-1 = (=1)",
wobet wir p_1 = qo = 1,9q-1 =0 und py = ag gesetzt haben.
Beweis: 1. und 2.: (Mittels Induktion!)

Fir n=0 gilt

Pr . _ 1 . ajag+ 1 _a1po+p-1
— =lag;a1] =ap+ — = = :
7 ay ay a1qo+q-1

Dieses zeigt, dass die Behauptung des Theorems fir n = 0 richtig ist. Also ist damit der
Induktionsanfang geschafft.

Fur den induktiven Schritt nehmen wir an, dass die Aussage des Theorems fur irgendein
n>1 (neN)und fir alle k¥ <n (mit & € Ny), und somit fiir alle KBs mit hochstens n
Eingangen, richtig ist (diese Annahme stellt die Induktionsannahme dar).

Wir betrachten dann zunéchst die folgenden Zahlen (wobei wir annehmen, dass die A;/B;
immer gekiirzte Briiche darstellen, d.h. A; und B; sollen immer teilerfremd sein):

An—l . _ An—Z d . _ An—S
a[alaa2a~~~aan—1]— il [alaa2a~~~aan—2]— .
Bn—l Bn—Z Bn—3

[a1;az,...,a,] =

Da es sich bei diesen KBs samtlichst ausschlieilich um KBs mit hochstens n Eingangen
handelt, konnen wir auf diese die Induktionsannahme anwenden. Somit folgt, dass

Apn-1=anAn_2+ An_sund By = anBp_2 + By_3.

Ausserdem haben wir

Pn-1 _ 1 B Bn_a  agAn_2+ Bn_»
= ap + = Qg + — 3
In—1 [al;a2a~~~aan—1] An—Z An—Z

woraus dann folgt, dass
Pn—1 = toAn_2+ Bp_sund g1 = Ayp_a.

Durch eine ahnliche derartige Rechnung (7Ubung!) erhalten wir dann auch, dass
Pn—2 = toAn_3+ Bp_zund ¢, = Ay, _3.

Diese beiden Beobachtungen benutzen wir nun in der folgenden Rechnung:

Pn By anBn_2+ Bp_3 aO(anAn—Z + An—B) + (aan—Z + Bn—B)
— =ap+ =ap + =
dn An—l anAn—2+An—3 anAn—2+An—3




Up (GOAn—Z + Bn—Z) + apAp_3+ Bn_s _ GnPn-1 + Pn-2

anAn—2+An—3 anQn—l+Qn—2.

Hieraus ergeben sich dann sofort die Aussagen in 1. und 2..

Um die Aussage in 3. zu beweisen, multipliziere frau/man die Gleichung in 1. auf beiden
Seiten mit ¢, , und die Gleichung in 2. mit p, . Dann ziehe die erste der so erhaltenen
Gleichungen von der zweiten ab. Auf diese Weise erhalten wir:

In+1Pn — Pnt1n = —(@nPn—1 — Pndn—1)-

Wir verfahren dann vollig analog mit den beiden Gleichungen p, = a,pn—1 + pn—2 und
Gn = Unn—1+ Gn—2 , woraus sich dann ergibt, dass

InPn—-1— Pndn-1 = —(qn—1Pn—2 — Pn—1qn—2)-

Offensichtlich kénnen wir das genau (n+1) -mal machen (bis wir bei gop_1—pog—1 angekom-
men sind), und hieraus ergibt sich dann, dass

Gnt1Pn = Prtidn = —(@nPa—1 = Pagn-1) = ... = (=1)"  (qop-1 — pog—1) = (-1)"*,
also genau die Aussage in 3.. i

Korollar 3 Fur alle n € N gilt

Beweis: 7Ubung!.

Theorem 4 Sei [ag; a1, as, ... ein gegebener KB (der endlich oder unendlich sein kann).
Fuir jedes n € Ny gilt dann

In+1Pn—1 — Pn41qn—-1 = (_1)nan+1~

Beweis: Multipliziere 1. im vorherigen Theorem mit ¢,_1 , und 2. mit p,_; . Subtrahiere
die erste der so erhaltenen Gleichungen von der zweiten. Daraus ergibt sich:

In+1Pn—1 — Pn+1Gn—-1 = an+1(ann—1 _pn(Jn—l) = (_1)nan+1a
wobei wir fur die letzte Gleichheit die Aussage 3. in Theorem 2 benutzt haben. i

Korollar 5 Sei [ag; a1, aq2,...] ein gegebener KB (der endlich oder unendlich sein kann).
Fruir jedes n € N gqilt dann
Prn-1 Pnt1 _ (=1)"ang

dn—1 QH+1 (Jn+1QH—1

Beweis: 7Ubung!.
Lemma 6 Fur die Nenner q, der Approzimanden eines KBs qilt, fur beliebiges n € N |

GnQn_1 2> A

Sl -

Beweis: Fiur jedes n € N gilt

Gn = ApGn—1+ qn-2 > Qn-1,

woraus folgt, dass
In = Gndn-1+ qn—2 2 n-1+ qn-2 > 2qn_2.



Durch n/2-maliges, bzw. (n — 1)/2-maliges (davon anhangig ob n gerade oder ungerade
ist), Anwenden dieser Ungleichung ergibt sich dann

S s { 2%qy fiir gerades n
n 2 ... 2

QnT_lql fur ungerades n
> 9%

Unter Benutzung dieser Abschitzung, erhilt frau/man dann

Gngn_1 > 27725 > — 2"

Ell

O

Proposition 7 Fir jeden unendlichen KB « = [ap;a1,as,...] gelten die folgenden Aus-
sagen:

1. Die Folge (’;z—") der Approzimanden von & mit geradzahliger Ordnung ist eine
™/ neNg

; Po P2 P4 P2n
streng steigende Folge von Zahlen (d.h. o< g <g<..<gE< o)

2. Die Folge (22"%) der Approzimanden von x wungerader Ordnung ist eine streng

fallende Folge von Zahlen (d.h. pl > p3 > p5 > z::i > .. ).

3. Jeder Approzimand von x mit ungerader Ordnung ist grofler als jeder Approzimand
von x mit gerader Ordnung. Gleichfalls ist jeder Approrimand von x mit gerader
Ordnung stets kleinerer als jeder Approzimand von x mit ungerader Ordnung.

4. Fur den Abstand von aufeinanderfolgenden Approrimanden von x gqilt

lim (p—”“ - @) =0.
n—=>00 \ n+1 n

Mit anderen Worten, fiir jedes 2 mit unendlichem KB und dessen Approximanden p,, /¢,
gilt

@<ZQ<IE< Pzn/ /P2n+1 p<]£<]£

qo 42 94 d2n+1 qs q3 q1

Insbesondere haben wir somit, dass
= lim p,/qn.
n—r 00

Beweis: Unter Verwendung von Korollar 5 erhalt frau/man:

P2n _ Pan+2 n (=1)"asnto  ponyo | Gy P2n+2
q2n q2n42 q2nq2n42 q2n42 92n92n42 (J2n+2
und
_1)271
Pan—1 _ Pan+41 n ( Aan+1 _ P2n+41 n Aan 41 P2n+1

qoan—1 d2n41 q2n—192n+1 d2n41 Q2n—1fJ2n+1 (J2n+1

Hieraus ergeben sich die ersten beiden Aussagen der Proposition. Zum Nachweis der dritten
Aussagen benutzen wir Korollar 3 und das was wir soeben bewiesen haben. Auf diese Weise
erhalten wir
1 - -
Pon _ Pont1 < Pan+1 < Pan—1 < Pan-3 ]i.

< ... <
qon qon+1 92nqd2n41 d2n41 qoan—1 q2n—3 q1




Dieses zeigt, dass fir jedes n € N gilt, dass £2= echt kleiner ist als jene Approximanden

von z die eine ungerade Ordnung kleiner oderQngleich 2n 4+ 1 besitzen. - Wir zeigen nun
(durch einen Widerspruchsbeweis), dass letzteres auch fiir alle Approximanden ungerader
Ordnung grofler als 2n 41 giltig ist. Dazu nehmen wir an, dass die Aussage falsch ist, d.h.
wir nehmen an, dass es eine ungerade Zahl 2k + 1 gibt, die echt grofler ist als 2n 41, so
dass gilt

Pon P2k+1.

q2n q2k+1

Die Aussage 1. der Proposition, die wir ja bereits bewiesen haben, ergibt dann

Pon o Pomtz P2k
qon qon+2 q2k

Die Kombination dieser beiden Ergebnisse ergibt dass

Pak+1 < b2k
qok+1 q2k

Ganz offensichtlich steht diese Aussage aber im Widerspruch zu dem was wir eingangs des
Beweises bereits festgestellt haben, namlich dass

P2k < Pak+1
q2k qok+1

Somit haben wir einen Widerspruch erhalten, und daher kann unsere obige Annahme nicht
richtig gewesen sein. Mit anderen Worten, wir haben jetzt gezeigt dass es keine ungerade
Ordnung 2k + 1 gibt, die echt groBer ist als 2n + 1 und fur die gilt, dass ’;z—;‘ > Z;z:ﬁ .
Somit ist der Nachweis der Aussage in 3. gefihrt.
Der Beweis der Aussage in 4. folgt sofort aus dem was wir in Korollar 3 und Lemma 6
bereits gefunden haben (?Ubung!).

O

Theorem 8 Fir x = [ag;a1,as,...] und n € Ny gilt

= PnTnt1 + Pn-1
InTn+1 T gn-1
Beweis: (Mittels Induktion!) Fiir n =0 haben wir

pori+p-1 _ agri+1 1
qor1 +4q4-1 T 1

Dies liefert den Induktionsanfang. Fur den induktiven Schritt nehme man dann an, dass die

Behauptung richtig sei fiir ein n € Ny (d.h. wir nehmen an, dass = = Z":"ii% zutrifft).

Damit rechnet man dann nach, dass

PnTn+1 + Pn-1 i p”(a”-l-l + ! ) + Pn-1

Tn42

InTn+1 + gn-1 N Qn(an+1 + L ) + gn_1

Tn42

Prnlni1Tne2 + Pn + Prn_1Tni2 _ (pnan+1 + pn—l)rn+2 + pn _ Pn41Tny2 + pn

Gnln41Tn42 + qn + @n_17n42 (Qnan+1 + (Jn—l)rn+2 + qn In+1Tn+2 + qn .
Od

Korollar 9 Fir « = [ap;a1,az,...] und n € Ny gilt

—qn-1% + Pn_1
nT — Pn

n41 =



Beweis: (?Ubung!) (Hinweis: Lose die Gleichung in Theorem 8 nach 7,41 auf.) O

Definition 10 e [Nine irrationale positive Zahl y heifit quadratische irrationale Zahl,
falls es drei ganze Zahlen A, B,C € Z (wobei A,C # 0 sein missen) gibt derart,
dass

Ay* + By +C = 0.

o Frau/man sagl, dass eine reelle Zahl x eine periodische Kettenbruchentwicklung be-
sitzt, falls @ = [ag; ay, as,...] und der KB von irgendeiner Stelle ab periodisch ist, d.h.
wenn es Zahlen k1 € N qibl so dass am4; = am fir alle m >k gidt, d.h.

r = [ao;ala vy A1, Ay Qg1 - v oy Q4] —1, Ay Qg 1y - ooy A4l -1, Ay Ay 1, - - ]

(In dieser Situation schreibt man dann oft auch

r=lag;a,...,ap_1,qk, Qkg1 .-, Gh4i-1)-)

Theorem 11 FEine irrationale Zahl © besitzt eine periodische Kettenbruchentwicklung genau
dann wenn x eine quadratische irrationale Zahl ist.

Beweis: Fiir die eine Richtung der zu zeigenden Aquivalenz nehmen wir an, dass = eine
periodische Kettenbruchentwicklung besitzt. Dann gibt es Zahlen k1 € N so dass

Tm4l = Ty fur alle m > k.
Unter Verwendung von Theorem 8, hat man dann

r = Pm—1Tm +pm—2 _ Pm+1—-1Tm+l +pm+l—2 _ Pm+i-1Tm +pm+l—2

Im—-1Tm + Im—2 Im+1—-1Tm+1 + Im+1—-2 Im+1—1Tm + Im+1—-2 ’

und somit
Pm—1Tm + Pm—-2 _ Pm+i-1Tm + Pm+i-2

Im—-1Tm + Im—2 Im+1—1Tm + Im+1—-2 '

Multipliziert man nun beide Seiten der letzten Gleichung mit den beiden darin vorkom-
menden Nennern, so rechnet man sofort nach (?Ubung!), dass sich die so erhaltene Gleichung
in die folgende Form bringen lasst:

Ar2 4+ Br, +C =0,

wobei A, B und C' gewisse ganze Zahlen bezeichnet (die nur von pm_1,pm—2, ¢m-1, ¢m-2,
Pmti—1, Pmti—2, §m+i—1, dm+i—2 abhingen). Dies zeigt, dass die Zahl r,, eine quadratische
irrationale Zahl ist. Mit diesem Wissen gehen wir jetzt zuriick zu der bereits zuvor erhaltenen

Gleichung
= Pm—1Tm + Pm—2

Im—1Tm + ¢m—2 .
Aus dieser Gleichung errechnet man sofort (siehe Korollar 9), dass

= qm-2Z + Pm-2

Im—-1L — Pm-1

m

Setzt man diese Darstellung von 7, in die obige Gleichung ArZ, + Br,, + C = 0 ein, so

folgt
2
A <—Qm—2l‘ +Pm—2) B <—Qm—2l‘ +Pm—2) YO =0,

Im—1L — Pm—1 Im—1L — Pm—1



und somit

Al=gm—2% + pm—2)* 4+ B(gm-1% — Pm-1)(—dm-2% + Pm-2) + C(¢m-17 — pm-1)* = 0.

Durch Auflosen der Klammern und Umsortieren uberzeugt man sich dann (7Ubung!), dass
diese Gleichung wie folgt geschrieben werden kann:

D&+ Ez+F =0,

wobei D, E und F gewisse ganze Zahlen bezeichnet (die nur von A, B, C,pm—1,Pm-2, ¢m-1,
qm—2 abhingig sind). Dieses zeigt, dass # eine quadratische irrationale Zahl ist.

Der Beweis fur die andere Richtung der Aquivalenz solll hier nicht gegeben werden. ad
Das waren:
C 1
Einblicke + T
in + T
Theorie + T
d - -
er+ Kettenbriiche
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