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Aufgabenblatt 7

(Themen der Woche 7: Vergleich von Regel-, Riemann- und Lebesgue-Integral; Anwendun-
gen der Konvergenztheoreme fiir das Lebesgue-Integral; Parameter-abhéngige Integrale; LP -
Raume.)

1. Zeigen Sie, dass wenn f : [0,1] — R Riemann-integrierbar ist, dann ist f Lebesgue-
integrierbar tiber [0, 1] beziiglich des Lebesgue-Males A\; und es gilt, dass der Wert des
zugehorigen Riemann-Integrals mit dem des zugehorigen Lebesgue-Integrals iibereinstimmt.

[10]
2. Fiir alle £ > 0 und n € N, berechnen Sie das Integral
X
I,(z) ::/ s"e % ds
0
indem Sie das Parameter-abhéangige Integral
xT
F(z,y) ::/ e ¥ds
0
nach der zweiten Komponente differenzieren. [12]

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass fiir die n-te partielle Ableitung nach der zweiten
Komponente der Funktion F' an der Stelle (z,1) gilt, dass

o"F
Ly(x) = (—-1)" x,1
(@)= (-1 Gy D)
und zeigen Sie dann induktiv, dass fiir alle y € [2, 2} gilt, dass

o"F B n T —ay " ($y)]€

)

3. Fiir den Mafiraum (X, A, u), sei f € LP(X, A, ) fiir alle 1 < p < oo. Zeigen Sie, dass

Tim [ £l = 1l
[10]
4. Beweisen Sie die Minkowski-Ungleichung fir LP -Rdume, d.h. zeigen Sie, dass wenn
1<p<oound f,g€ LP(X, A, u) fir einen Mafiraum (X, A, ), dann gilt
1f + gl < 1fllp + gy
(Hierbei kénnen Sie die Holder-Ungleichung als bekannt voraussetzen.) [10]

5. Beweisen Sie die folgende Aussage:

In einem metrischen Raum gilt, dass wenn eine Cauchy-Folge eine konvergente Teil-
folge besitzt, dann ist diese Cauchy-Folge eine konvergente Folge.

[8]



