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Aufgabenblatt 6

(Themen der Woche 6: Vektorwertige und komplexe Integrale; Konvergenzsitze fiir das Lebesgue-
Integral.)

1. Es seien (ay,),cy und (by),cy zwei Folgen reeller Zahlen fiir die gilt, dass der Grenzwert

lim (ay, + by,) existiert und fir die weder liminfa, = —oco und limsupb, = +oo noch
n—00 n—00 n—00
liminf b, = —oo und limsupa, = +oo giltig ist. Dann gilt [10]
N—00 n—00

lim (ay, + by,) = liminf a,, + lim sup by,

n—00 Nn—00 n—00

2. Sei f:X — R eine nicht-negative messbare Funktion auf dem Mafiraum (X,.4,m) und
sei (fn: X — R), oy eine Folge von einfachen Funktionen, die fiir alle n € N und » € X
definiert sind durch

fn(@) = Zan,k " Xap, (x)
k=0

wobei, fiir alle n € N und k € {0,1,2,...,n% — 1},

1
Ap = ﬁ,annz =n,A, 2 ={reX:n< f(r)}und A, ) = {$ €X: k < flx) < s }
(a) Finden Sie heraus ob (fy),cy monoton wachsend ist. [3]
(b) Bestimmen Sie den Grenzwert limy, oo fp [3]
(c) Finden Sie heraus ob sich li_)m / fndm mit Hilfe von f ausdriicken lasst. [3]
n—od X

3. Essei f: X — R eine integrierbare Funktion auf dem Mafiraum (X, A, ). Beweisen Sie,
dass es fiir alle € > 0 eine messbare Menge A von endlichem p-Mafl gibt, sodass gilt

[10]
[ ] ] <

4. BEs sei (any), ey €ine unendliche Matrix mit nicht-negativen reellen Eingéngen ay ;, so-
dass fiir jedes i € N die Folge (an,i), oy monoton wachsend und konvergent ist. Zeigen
Sie

n 9

lim E Qni = E lim a, ;

n—00 4 Tt 4 n—oo Wt
=1 =1

indem Sie die Summen als Integrale beziiglich des ZahlmaBes auf (N, P(N)) auffassen.

(Das Zahlmal m auf der Potenzmenge P(N) von N ist dasjenige Maf}, welches einer
Menge A C N ihre Kardinalitdt m(A) := card(A) zuordnet, wobei card(A) gleich +oo
ist, wenn die Menge A unendlich viele Elemente besitzt.) [10]

5. (a) Geben Sie ein Beispiel fiir das die strikte Ungleichung im Lemma von Fatou giiltig
ist. [3]

(b) Es bezeichne A; das Lebesgue-Mafl auf R. Verwenden Sie den Satz von der ma-
jorisierten Konvergenz um zu zeigen, dass [7]

2.2
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