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- Ubungen zur Vorlesung Analysis 3 -

Aufgabenblatt 2
(Themen der Woche 2: Borelmengen; Pramafe; duflere Mafle; MaBe.)

1. Essei C eine Menge von Teilmengen einer Menge X und es sei ¢ : C — RU{+oo}U{—00}
eine Funktion, die von den Werten 400 oder —oo hochstens einen annimmt (eine solche

Funktion heifit Mengenfunktion). Zeigen Sie, dass wenn ¢ o -additiv ist und (C}),y eine
o0

€

Folge von paarweise disjunkten Elementen aus C ist derart, dass ¢ (U C; | endlich ist,
. i=1

dann ist die Reihe » ¢ (C;) absolut konvergent. [10]
i=1

2. Fiir a,b € RU {400} U{—00} mit a < b, sei der vertikale Streifen S, C R? definiert
durch
Sapi={(z,y) ER*:a <z < by R}

Es sei A die durch {Sgp : a,b € RU {400} U{—00},a < b} erzeugte Algebra und es
sei die Funktion p : A — [0,00] wie folgt gegeben: p(S,) := b — a, fiir alle vertikalen
Streifen S, , und fiir alle endlichen Mengen {Sg, p,, ..., Sa,, b, } VOn paarweise disjunkten

vertikalen Streifen gilt
n n
P <U Sai,bi> = Z(bl - ai)
i=1

i=1

Zeigen Sie, dass p ein o -endliches Pramaf} auf A ist. [10]

3. Es sei A:={A C N: entweder A oder A° ist endlich} und es sei m : A — R fiir
beliebige A € A gegeben durch

m(A) = card(A) falls A endlich ist,
Tl o falls A nicht endlich ist.

Hierbei bezeichnet card(A) die Anzahl der Elemente in A.
Finden Sie heraus, ob (N,.A,m) ein Mafiraum ist. [10]

4. Es sei {(X, A, u,) : n € N} eine unendliche Menge von Mafirdumen, alle tiber der selben
o-Algebra A. AufBlerdem sei (an),cy eine fest vorgegebene Folge von positiven reellen
Zahlen, mit deren Hilfe dann die Mengenfunktion p: A — RU {400} U {—oc0} definiert

sei durch -
wu(A) = Z an - pn(A), fir alle A € A.
n=1
Zeigen oder widerlegen Sie, dass p ein Ma8B ist. [10]

5. Geben Sie einen Beweis dafiir, dass ein Maf} stetig von oben ist, d.h. zeigen Sie, dass die
folgende Eigenschaft in jedem Mafiraum (X, .A4,v) Giiltigkeit hat:

e Fiir jede Folge (Ay),cy in A mit v(A,) < oo und A, D A,y1, fiir alle n € N, gilt:

[10]



