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Aufgabenblatt 6

(Themen der Woche 6:
Cauchy-Folgen; Vollstandigkeit; Haufungspunkte; Satz von Bolzano Weierstraf).

1. Wie in Aufgabe 5 von Aufgabenblatt 5, seien (M,d;) und (Ma,ds) zwei metrische
Réaume und fiir M := M; x My sei die Abbildung d: M x M — R gegeben durch

d(x,y) := max{dy(x1,y1), d2(w2,y2)}, fiir alle x = (x1,22),y = (y1,92) € M

(a) Zeigen Sie, dass eine Folge ((z1,,%2n)) in (M,d) genau dann eine Cauchy-

neN
Folge ist, wenn die Folge (21),y Cauchy-Folge in (Mj,d;1) und die Folge
(72,n),,cy Cauchy-Folge in (Mz,dz) ist. [7]

(b) Beweisen Sie, dass (M, d) genau dann vollstédndig ist, wenn die Raume (M;,d;)
und (Mo, ds2) beide vollstandig sind. (2]

2. Bestimmen Sie die Menge der Haufungspunkte fiir jede der folgenden zwei Folgen.
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3. Es sei F die Menge aller Folgen reeller Zahlen fiir die héchstens endlich viele Fol-
genglieder von Null verschieden sind, d.h.

F:={(xn)nen : zn ERVYn € Nund 3N € Nso dass z; =0 Vi > N},

und es sei die Abbildung p : F x F — R gegeben durch, fiir beliebige (z,,), (yn) € F,

p((zn), (Yn)) = (Z(ﬂ% — yi)2> ’ .

i=1
(a) Zeigen Sie, dass das Paar (F,p) ein metrischer Raum ist. (4]
(b) Zeigen Sie, dass die Folge (z,)nen, die fur alle n € N gegeben ist durch
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eine Cauchy-Folge in (F,p) ist. (8]

(c) Finden Sie heraus ob der Raum (F, p) vollstandig ist. [5]
(Das Ergebnis in (b) konnte hierbei niitzlich sein).

4. Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte (sofern diese existieren).
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