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- Übungen zur Vorlesung Analysis 1 -

Aufgabenblatt 1.
Themen der Woche 1: Beweis durch vollständige Induktion; Widerspruchsbeweis.

1. Beweisen Sie, dass für alle n ∈ N gilt:

(a) 1 + 2 + 22 + 23 + . . .+ 2n−1 = 2n − 1 [5]

(b) 13 + 23 + 33 + . . .+ n3 =
n2(n+ 1)2

4
[5]

(c) Verwenden Sie die Identität in (b) und zeigen Sie, dass für alle n ∈ N gilt: [1]

n2(n+ 1)2 ist durch 4 teilbar

2. Beweisen Sie, dass für alle n ∈ N mit n ≥ 4 gilt: [7]

2n ≥ n2

3. Beweisen Sie, dass für alle n ∈ N0 gilt: [7]

n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n

4. Zeigen Sie, dass für alle n ∈ N und x ∈ R mit x > −1 gilt: [7]

(1 + x)n ≥ 1 + nx

(Anmerkung: Diese Ungleichung wird auch Bernoulli Ungleichung genannt).

5. Es bezeichne (f0, f1, f2, · · ·) die Fibonacci-Folge, die gegeben ist durch

f0 := 0,

f1 := 1,

fn+1 := fn−1 + fn für alle n ∈ N.

(a) Bestimmen Sie die ersten 15 Elemente f0, f1, . . . , f14 der Fibonacci-Folge.
[1]

(b) Beweisen Sie, dass für alle n ∈ N gilt: [5]

fn+1 ≤ 2n−1

(c) Beweisen Sie, dass für alle n ∈ N gilt: [5]

f0 + f1 + · · ·+ fn ≤ 2n−1

(Hinweis: Die Aussagen in Aufgabe 1 (a) und 5 (b) könnten hier hilfreich sein).

6. Es ist bekannt, dass wenn das Quadrat n2 einer natürlichen Zahl n durch 5 teilbar
ist, dann ist auch n durch 5 teilbar. Verwenden Sie diese Tatsache und geben Sie
einen Widerspruchsbeweis für die Tatsache, dass

√
5 eine irrationale Zahl ist. [7]


