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1. Einleitung

In dieser Arbeit sollen gewisse Mengen unter dem Aspekt der Baireschen Kategorie
untersucht werden. Wesentliche Themenschwerpunkte bilden Existenzbeweise und der
Vergleich mit der Mafitheorie. Die Bairesche Kategorie ist in keinstem Sinne mit der
Kategorientheorie als eigensténdigem Zweig der Mathematik verwandt, sondern ist eine
Klassifikation von Mengen in einem topologischen Raum. Der Begriff der Kategorie ist
sehr abstrakt und entzieht sich jeder Vorstellung, es lassen sich zudem schwer Beispiele
auflerhalb der reellen Zahlen finden.

Zur Motivation sei folgende Beobachtung angefiihrt: Die rationalen Zahlen bilden eine
abzéhlbare Teilmenge der reellen Zahlen. Das Komplement, die irrationalen Zahlen,
bildet eine dichte (das heifit sehr grofie) Teilmenge.

Die Frage ist nun, ob sich der Schluss, dass Komplemente abzihlbarer Mengen dicht
sind, auf metrische Raume verallgemeinern lésst. Eine Antwort hierauf gibt der Bairesche
Kategoriensatz, der dhnliches in der Sprache der Kategorie aussagt. Jener Satz ist ein
wichtiges Fundament in der Funktionalanalysis, soll in dieser Arbeit jedoch fiir Exis-
tenzbeweise genutzt werden. Ein wichtiges Resultat wird die Existenz nirgends differen-
zierbarer Funktionen sein.

Nach einem kurzen Ausflug in die Bairesche Klassifikation reeller Funktionen, sollen zum
Abschluss dieser Arbeit Analogien bzw. Unterschiede zur Mafitheorie hergestellt werden.

Als ein Leitfaden fiir diese Bachelorarbeit diente das Buch Maff und Kategorie von J.C.
Oxtoby, welches dem Leser sowohl zur Einfithrung als auch zur Vertiefung der Thematik
ans Herz gelegt sei. Es wird als [Oxtoby, 1971] zitiert.

Falls Unklarheiten iiber Grundwissen aus der Topologie, Mafitheorie oder Funktional-
analysis bestehen, sei auf den Anhang verwiesen, zudem ist fiir diese Arbeit lediglich
Vorwissen aus einer zweisemestrigen Analysisveranstaltung vorausgesetz. Die verwen-
deten, aber nicht bewiesenen Sétze sind zumeist in [Alt, 2006] oder [Elstrodt, 2010] zu
finden.



2. Grundlegende Begriffe

Ausgangs- und Hohepunkt aller Betrachtungen dieser Arbeit ist die Eigenschaft einer
Menge, in einem topologischen Raum dicht zu sein.

Definition 2.1 (Dicht). Sei (T, 7) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge D C T heifit
dicht in T &

D=T (1.1)

Intuitiv stellt man sich vor, dass jeder Punkt aus T in gewisser Weise nah an D liegt
bzw. D beriihrt. Dies ergriindet sich in der dquivalenten Forderung

Proposition 2.2. Fine Teilmenge D C T ist dicht in T &
YO CT offen,A20: DNO # () (1.2)

Eine dichte Menge trifft also jede offene Menge aus T. Das heifit, wenn man einen be-
liebigen Punkt aus T wéhlt, schneidet jede offene Umgebung die dichte Menge. Dies ist
die topologische Bedeutung von Nihe.

Beweis: (1.1)=(1.2): Sei O C T offen, # () und = € O, also insbesondere x € D.

WEeil x im Abschluss von D ist, schneidet D jede Umgebung von x. Da O Umgebung von
X ist, folgt also D N O # (.

(1.2)=(1.1): Zu zeigen ist T C D. Sei also z € T.

Nach Voraussetzung gilt D N U # ( fiir jede Umgebung U von x. = x € D. O

Beispiele dichter Mengen:

(1) Q C R, denn in jeder Umgebung einer reellen Zahl findet man rationale Zahlen.

(2) Die Polynome im Raum der stetigen Funktionen auf kompaktem Intervall (nach dem
Weierstrafi’schen Approximationssatz).

Definition 2.3 (Nirgends dicht). Eine Teilmenge H heifit nirgends dicht in T <

H =10 (2.1)

Nirgends dicht bedeutet also, dass der Abschluss keine inneren Punkte hat. Insbesondere
umfasst der Abschluss von H, also auch H, keine offenen Mengen, denn die grofite offene
Menge in H ist die leere Menge. Aquivalent zu (2.1) kann man eine dieser 2 Forderungen
stellen:



Proposition 2.4. Fine Teilmenge H ist nirgends dicht in T <

HC ist dicht (2.2)
&VO offen, #( IM C T offen, #0: M C O\H

Mit (2.3) ist gesichert, dass in jeder offenen Menge eine offene Teilmenge existiert, die
leeren Schnitt mit H hat. Mit der Proposition zur Dichtheit wird nun klar, dass eine
nirgends dichte Menge in keiner offenen Menge dicht sein kann.

Beweis: Per Ringschluss: (2.1)=(2.2): Offenbar: H = () = T = (H ). Also ist zu
zeigen: (H )¢ = (FC)

Sei dazu A C T irgendeine Teilmenge, zeige nun (A°)¢ = (AC):

re (A ¢ A o re (DA UAY) = AC
=0AC

(2.2)=(2.3): Sei 7Y dicht in T und O eine nichtleere, offene Menge. Mit (1.2) folgt:

7’no # (). Setze also M := HS N O. Damit ist M als Schnitt offener Mengen offen,
nicht leer, Teilmenge von O und nicht in H, da M schon nicht im Abschluss liegt.
(2.3)=(2.1): Angenommen H ' # {).

= 30 offen, #0, OC H
(2.3) = 3IM offen, #0: M C O\H
= McHNHY c 9H

Das heifit, dass M aus Randpunkten von H besteht. Randpunkte sind jedoch keine in-
neren Punkte, da jede Umgebung in diesem Fall sowohl H als auch H* ¢ schneidet. Dies
steht offenbar im Widerspruch dazu, dass M offen ist, also gilt doch H® = 0. O

Beispiele nirgends dichter Mengen:

(1) Z C R, denn es lisst sich stets ein offenes Teilintervall finden, indem man als Rand-
punkte die umgebenden ganzen Zahlen wéhlt.

(2) Eine Gerade im R2, denn in jede offene Menge aus R? kann man ein offenes Rechteck
einbetten, welches die Gerade nicht trifft.

(3) Die Menge N~ := {1 : n e N}, denn N-T" = (N"1 U {0})° = 0

(4) Das Cantorsche Diskontinuum®

Dieses Beispiel soll etwas ausfiihrlicher untersucht werden, da es in einem spéteren Ab-
schnitt noch niitzlich sein wird.

Das Cantorsche Diskontinuum erhélt man, indem man aus dem Einheitsintervall schrit-
tweise die offenen, mittleren Drittel entfernt.

! Konstruktion nach [Natanson, 1969, S.50-51].



Setze

etc.

Weil im n-ten Schritt 2" Intervalle der Lange 3% iibrigbleiben, ist die Lange der Mengen
C, stets 2”3%. Das Cantorsche Diskontinuum ist nun definiert als die Menge

C .= ﬁ C,
n=0

WEeil jedes C), abgeschlossen ist, ist auch ihr Schnitt, also C, abgeschlossen. Nun sollen
drei Eigenschaften des Cantorschen Diskontinuums gezeigt werden:

C ist eine Lebesgue-Nullmenge?: Diese Eigenschaft soll in Kapitel 5 ausgenutzt wer-
den. Zu zeigen ist, dass A(C') = 0 ist. Dazu betrachte man die im n-ten Schritt entfernten

Intervalle. Diese haben zusammen eine Lénge von 2;; - Insgesamt wird also eine Menge
des Mafles - -
1 2 1, 1
onlygn = — N (5 = = —-1)=1
n=1 n=1 3

entfernt. Als Komplement dieser entfernten Menge ist das Cantorsche Diskontinuum also
eine Nullmenge.

C ist nirgends dicht: Wegen der Abgeschlossenheit bleibt zu zeigen C° = ().
Angenommen C° # (), dann existiert eine nichtleere, offene Menge O C C, sodass = € O
und |z — €, x + €[C O fiir ein € > 0 gilt. Ein Teilintervall von C hat jedoch die Léange 3%,
welche fiir n gegen Unendlich gegen Null strebt. Also kann man ng € N hinreichend grof3
wihlen, sodass zi; < 2e gilt. Damit ist aber |z — €, + €[¢ Cp,. Weil C Schnitt aller
C,, ist, widerspricht dies O C C'. Also enthélt C doch keine offene Menge und ist somit
nirgends dicht.

C ist iiberabzdhlbar: Dazu betrachte man die triadische Darstellung reeller Zahlen,

das heifit die Darstellung zur Basis 3. Eine Zahl z € [0,1] ist dann der Form
Tr = (O,alazag...)g, ap € {O, 1,2}
Zum Beispiel ist (0,1120...)3 = 3% + 3% + 3% + 3% + ...

Im ersten Schritt, also der Entfernung von |3, 2], verschwinden alle z € [0, 1], fiir die
a1 = 1 notwendig ist, denn diese Zahlen sind der Form % + .... Die Punkte % und %
lassen sich darstellen als (0,02)3 und (0, 2)3. Genauso werden auch im n-ten Schritt jene
x € [0,1] entfernt, fiir die a,, = 1 ist. Somit verbleiben in C nur noch die z € [0, 1],
in deren triadischer Darstellung genau die Ziffern 0 und 2 vorkommen. Diese Menge

2 gur Erlduterung siche Anhang A.2.



ist iiberabzihlbar, denn zu einer Folge solcher Zahlen ldsst sich mit dem Cantorschen
Diagonalargument eine weitere Zahl finden, die nicht in dieser Folge ist. O
Das Cantorsche Diskontinuum ist also ein Beispiel fiir eine Menge, die sowohl iiberabzéhlbar
als auch nirgends dicht ist.

Nun folgt noch eine Eigenschaft nirgends dichter Mengen:

Proposition 2.5. Die Vereinigung zweier (und damit endlich vieler) nirgends dichter
Mengen ist nirgends dicht.

Beweis: Seien Aj, As nirgends dicht. Zu zeigen: VO offen, # () IM C T offen, # 0:
M C O\(A1 U Ag). Sei dazu O C T offen, # 0.

Aj nirgends dicht = IM; C O\ Ay, M; offen, # ()
Ay nirgends dicht = IMy C M1\ Ay C O\ (A1 U Ag), Ms offen, # ()
]

Fiir unendliche Vereinigungen gilt dies nicht, was man an der Konstruktion der ra-
tionalen Zahlen sehen kann: Die Mengen @, := {Z]z € Z} sind alle nirgends dicht fiir
jedes n € N. Die Vereinigung aller ),, sind jedoch die rationalen Zahlen, welche sogar
dicht in R liegen.



3. Bairesche Kategorien

In diesem Abschnitt wird die Mengenklassifikation nach Baire vorgestellt. Diese teilt
alle Mengen beziiglich eines topologischen Raumes in zwei Klassen ein, wobei unter-
sucht wird, ob sich eine Menge durch eine abzidhlbare Familie nirgends dichter Mengen
approximieren lasst oder nicht. Diese Klassifizierung 16st folgendes Paradoxon aus dem
letzten Kapitel auf: Die rationalen Zahlen sind abzédhlbar und dicht, das Cantorsche
Diskontinuum hingegen iiberabzéhlbar jedoch nirgends dicht. Dass eine kleine Menge
dicht, eine grofie hingegen nirgends dicht sein kann, ist der Intuition zunéchst zuwider.
Die folgende Definition bietet hier aber eine Auflésung, indem sie die Begriffe nirgends
dicht und abzdihlbar kombiniert:

Definition 3.1 (Menge erster Kategorie). Eine Menge A C T ist von erster (Bairescher)
Kategorie : &

3(Ap)nen : Ay nirgends dicht Vn e N, A = U A,
neN

Erste Beispiele Mengen erster Kategorie sind die rationalen Zahlen sowie das Can-
torsche Diskontinuum. Erstere ist eine abzédhlbare Vereinigung nirgends dichter einpunk-
tiger Mengen und zweitere ist selber nirgends dicht. Nirgends dichte Mengen sind selb-
stverstandlich erster Kategorie, man braucht die weiteren Mengen nur gleich der leeren
Menge zu setzen. Da, wie spéter ersichtlich sein wird, Mengen erster Kategorie als klein
angesehen werden konnen, 16st sich hiermit das angesprochene Paradoxon auf, die ratio-
nalen Zahlen sind nun klein, weil sie abzdhlbar sind, und das Cantorsche Diskontinuum
ist klein, weil es nirgends dicht ist. Im Allgemeinen macht die Kategorie einer Menge
jedoch keine Aussage dariiber, ob jene Menge dicht ist.

Anmerkungen:

(1) Wie schon gezeigt wurde, miissen abzihlbare Vereinigungen nirgends dichter Mengen
nicht wieder nirgends dicht sein.

(2) Abzihlbare Vereinigung von Mengen erster Kategorie sind wieder von erster Kat-
egorie, denn die nirgends dichten Mengen, die man zum Uberdecken benétigt, bleiben
abzéhlbar.

(3) Teilmengen von Mengen erster Kategorie sind wieder erster Kategorie.

Lisst sich fiir eine Menge keine Uberdeckung durch nirgends dichte Mengen finden,
so ordnet man sie einer zweiten Klasse zu:

Definition 3.2 (Menge zweiter Kategorie). Fine Menge A C T ist von zweiter Kategorie
= A ist nicht von erster Kategorie, hat also keine Darstellung als Vereinigung abzdhlbar
vieler nirgends dichter Mengen.



In diesem Sinne klassifiziert man alle Mengen eines topologischen Raumes. Die Kategorie
einer Menge ist immer relativ zu diesem zu verstehen.

Die Sinnhaftigkeit dieser Klassifikation erschliefit sich allerdings erst in vollstdndigen,
metrischen Rdumen oder in lokalkompakten Hausdorffriumen, wie im néchsten Ab-
schnitt ersichtlich wird. Zuné&chst sollen noch einige Beispiele angegeben werden:
Weitere Beispiele:

(1) @ C R ist von erster Kategorie, R\Q C R hingegen von zweiter Kategorie, womit
ersichtlich wird, dass dichte Teilmengen sowohl erster als auch zweiter Kategorie sein
konnen.

(2) Alle hochstens abzdhlbaren Teilmengen sind von erster Kategorie in R, denn einele-
mentige Teilmengen von R sind nirgends dicht.

3.1. Der Kategoriensatz von Baire

Nun kann der Bairesche Kategoriensatz in der Sprache der Kategorien formuliert werden.
Vorerst jedoch eine kleine Exkursion in die Funktionalanalysis:

Es lassen sich diverse Folgerungen aus dem Satz von Baire ziehen, welche auch ohne die
Sprache der Kategorien auskommen und daher zum Beispiel in der Funktionalanalysis
gebriuchlich sind®.

Aufschluss gibt der Kategoriensatz in einem vollstindigen Metrischen Raum dariiber,
dass bestimmte Mengen nicht nirgends dicht sind. Zur Motivation sei der folgende Satz
angefiithrt:

Satz 3.3. Sei L : X — Y eine lineare Abbildung zwischen normierten Raumen X,Y. Hat
nun die Menge A := {zx € X : [|L(2)|| < no} fiir ein beliebiges ng € N ein nichtleeres
Inneres, so ist L beschrinkt.

Beweis: Zu zeigen ist, dass eine Zahl C' > 0 existiert, sodass ||L(z)||ly < C-||z||x Yz € X
gilt.

A° # 0= Fxg e A: {z: ||z —x0|| <€} C A fiir ein € > 0.

Sei zunéchst © € X s.d. [|z|| < e. Wegen ||z + zo — xo|| = ||z|| < € ist x + z¢ € A also
||L(z + z0)|| < mno und damit gilt die Abschétzung

IL(@)| < [|L(z + zo)l| + ||L(zo)[| < no +[|L(zo)]]

Sei jetzt © € X beliebig, z # 0. Dann gilt

2¢||x|| € €x €
1L(2)]| = [|L(2 I = SILC S -]l < 5 (no + [[L(zo)[]) [|2]]
2¢] || 27 2f|a| 2
I1=5<e =C<o0
Wiihle also C' := max{C’, L(0)} O

! vig. z.B. [Alt, 2006, S.217].



Bei der Definition von nirgends dichten Mengen wurde gezeigt, dass das Komplement
einer nirgends dichten Menge eine dichte Menge enthilt. Das Hauptresultat dieser Arbeit
zeigt, dass in vollstdndigen, metrischen Rdumen weitaus mehr gilt:

Satz 3.4 (Bairescher Kategoriensatz). Sei (T,d) ein wvollstindiger metrischer Raum.
Dann gilt:
A CT von erster Kategorie = T\A ist dicht in T.

Beweis?: Nach Voraussetzung existiert eine abzihlbare Zerlegung von A in nirgends
dichte Mengen A,, n € N, sodass A = J,,cny An. Zu zeigen ist, dass fiir jede offene
Menge der Schnitt mit 7'\ A nicht leer ist. Sei dazu U beliebige offene Umgebung fiir ein
ug €T.

Ziel :UN(T\A) #0

Um ein Element aus diesem Schnitt zu finden, ist eine Folge (Up,),en von nicht leeren,
offenen Mengen, die in U, aber nicht in A liegen, vonnéten. Konstruiert werden die U,
durch vollstéindige Induktion:

Induktionsanfang: A; nirgends dicht = U ¢ A;, denn A enthiilt keine offene Menge.

= Ju; € U\A;, 3 offene Umgebung U; von u;

mit diam(U;) <1 s.d. U3 C U\ A4
Dabei muss diam(U;) so klein gew&hlt werden, dass auch der Abschluss von U; leeren
Schnitt mit A; hat. (Weil A; nirgends dicht ex. U] C U\ Aj, dann hat U eine offene

Teilmenge deren Abschluss auch nicht in U\ A; liegt.)
Induktionsschritt: Seien Uy, ...,U, offen und nicht leer vorgegeben.

Apy1 nirgends dicht
= U, §Z An+1
= Jupt1 € Apt1, 3 offene Umgebung U,4+1 von up,iq

mit diam(Uy,11) < s.d. Upy1 CU\Ant1

n+1

Damit ist (Up)nen Folge nichtleerer, offener Mengen U411 C U, Vn > 0. Nun soll
gezeigt werden, dass (02, U, # 0. Hierfiir ist die Vollstindigkeit von T notwendig.

n=1
Es ist lim, o diam(U,) < lim,—seo %:0, also lim,_,o diam(U,) = 0. Die Folge der

(un)nen bildet nun eine Cauchyfolge: Sei € > 0

dng € N: diam(Up,) < €
= Vm,n>nog: upm €Uy CUy & u, € Uy C U,
= d(un, um) < diam(U,,) < €

2 Nach [Herrlich, 1986, S.65-66].



Abbildung 3.1.: Illustration der Schachtelung in einem endlichen Fall

Sei u := lim,_,oo 4, der Grenzwert dieser Cauchyfolge, der wegen der Vollstandigkeit
von T in T existiert. Damit u in keinem A,, liegt, ist zu zeigen, dass u € ()7, U,.

Dies folgt daraus, dass stets gilt u,,u,11,... € U,. Weil Grenzwerte von Folgen in
abgeschlossenen Mengen stets Element ebenjener Menge sind, ist lim,, o0 4, € U, und
damit ist v € (o, Uy,. Somit ist offensichtlich auch u € U, es gilt jedoch auch, nach
Konstruktion der U,, dass u € A,, Vn € N, d.h. u & A.

=uecUnN(T\A), d.h. T\ A ist dicht. O

Anmerkungen:

(1) Erstmals formuliert wurde der Kategoriensatz von René Baire in seiner Doktorar-
beit Sur les fonctions de variables réelles im Jahre 1899, allerdings in einer weitaus
schwiicheren Version®. Er lautete frei iibersetzt: “Das Kontinuum bildet eine Menge
zweiter Kategorie.”

(2) Die Aussage gilt auch in einem lokalkompakten topologischen Hausdorffraum*: In
diesem Fall kann man analog eine Folge (U, )nen finden und nutzt dabei aus, dass U,
kompakt ist.

(3) Die Umkehrung gilt nicht: Hat eine Menge ein dichtes Komplement, so muss sie
nicht von erster Kategorie sein. Dies sieht man am Beispiel R\Q C R. Das Komplement,
also Q, liegt dicht, allerdings ist R\Q von zweiter Kategorie. Wire es namlich erster
Kategorie, so auch ganz R als Vereinigung zweier Mengen erster Kategorie, was dem
folgenden Korollar 3.5 widerspréche.

(4) Dass die Vollstandigkeit des Raumes wesentlich ist, erkennt man am Beispiel Q.
Obwohl Q von erster Kategorie in sich ist, ist das entsprechende Komplement, die leere
Menge, nicht dicht.

(5) Die Tatsache, dass Komplemente von Mengen erster Kategorie dicht im Raum liegen,
motiviert dazu, Mengen erster Kategorie im topologischen Sinne klein zu nennen. Hier-
auf wird in Kapitel 5 ndher eingegangen.

Nun sollen einige Folgerungen aus dem Baireschen Kategoriensatz gezogen werden:

3 vgl [Baire, 1990, S.113].  * vgl. [Rudin, 1991, S.43].



Korollar 3.5. Sei (T,d) vollstindiger, metrischer Raum, T # 0. Dann ist T von zweiter
Kategorie. Oder formal ausgedriickt:

T=|JAn =3noeN: 4,° #0

n=1

Beweis: Angenommen T ist von erster Kategorie. Damit lage das Komplement, also die
leere Menge, dicht in T, was offenbar nur moglich ist, wenn T leer ist. O

Mit diesem Korollar lassen sich nun diverse Beispiele fiir Mengen zweiter Kategorie
angeben:

C([a,b]), LP([a,b]) der Raum der p-fach Lebesgue-integrierbaren Funktionen, C, aber
auch jedes Intervall in R. Abgeschlossene Intervalle bilden mit der iiblichen Metrik einen
vollstdndigen metrischen Raum. Ist ein Intervall nicht abgeschlossen, so enthélt es doch
zumindest ein abgeschlossenes Intervall, muss also auch zweiter Kategorie sein.

Korollar 3.6. Sei (T,d) vollstindiger, metrischer Raum und O # O offen in T. Dann
ist O von zweiter Kategorie.

Beweis: Weil O offen ist, kann 7\O nicht dicht in T sein und damit auch O nicht von
erster Kategorie. O

Korollar 3.7. Sei (T,d) vollstindiger, metrischer Raum und (Op)nen eine Folge offener
und dichter Teilmengen. Dann ist (\,—, Op dicht.

Beweis:
O,, offen = Og abgeschlossen = OS = Oig

—C
0,, dicht = 0,, = (05)¢ =0C" dicht = OY nirgends dicht

o0 oo [ee]
:>(ﬂ 0,)¢ = U OY von erster Kategorie = ﬂ O,, dicht
n=1 n=1 n=1
O
Dies ist erstaunlich, denn Schnitte dichter Mengen kénnen ohne die Voraussetzung der

Offenheit alles andere als dicht sein. Dies zeigt das Beispiel der zwei Mengen Q C R,
R\Q C R, welche beide dicht sind, der Schnitt ist jedoch die leere Menge.

Korollar 3.8. Jeder vollstindige metrische Raum ohne isolierte Punkte ist tiberabzdhlbar

(oder endlich).

Beweis: Sei T vollstdndiger metrischer Raum. Angenommen T ist abzdhlbar, dann hat
T die abzahlbare Darstellung 7' = |J,.p{x}. Weil alle {x} abgeschlossen sind, folgt nach

Korollar 3.5, dass {z} = {x}° # 0 fiir eine z € X gilt. Also hat ein {z} nichtleeres
Inneres, was bedeutet, dass x isolierter Punkt ist. Hat ein vollstédndiger metrischer Raum
also keine isolierten Punkte, so kann er nicht abzihlbar sein. O

10



Soeben wurde offenbar auch der Satz von Cantor bewiesen, der mit Hilfe eines Diag-
onalverfahrens die Uberabzéhlbarkeit von R zeigt, denn R ist vollsténdig, nicht endlich
und hat keine isolierten Punkte.

Wie schon bemerkt, wird der Satz von Baire in der Funktionalanalysis angewandt. Er
hat sich némlich als elegante Briicke zu fundamentalen Aussagen® der Funktionalanaly-
sis erwiesen, welche die Beweise zudem noch enorm verkiirzt. Benutzt wird der Satz von
Baire fiir die Beweise von dem

e Satz iiber die offene Abbildung, welcher besagt, dass eine lineare und stetige Abbil-
dung zwischen Banachrdumen genau dann surjektiv ist, wenn sie offen ist, also
offene Mengen auf offene Mengen abbildet.

e Satz vom abgeschlossenen Graphen, der besagt, dass der Graph einer linearen und
stetigen Abbildung zwischen Banachridumen abgeschlossen in dem Produktraum
der Banachrdume ist.

e Satz von Banach-Steinhaus iiber die gleichméflige Beschrénktheit einer Familie punk-
tweise beschriankter Operatoren.

Exemplarisch soll hier nur der dritte Satz bewiesen werden:

Korollar 3.9 (Satz von Banach-Steinhaus). Sei X ein vollstindiger normierter Raum
und L eine Familie beschrinkter, linearer Abbildungen von X in einen normierten Raum
Y. Dann gilt:

sup ||L(z)|| < oo Yz € X = sup||L|| < o0

LeLl LeLl

Beweis®: Gesucht ist eine Zerlegung des Raumes X in abgeschlossene Mengen, damit der
Satz von Baire angewandt werden kann. Man betrachte dazu die Mengen

Ay :={x € X : sup||L(z)|| <n}
Lel

Weil nach Voraussetzung L stetig (da beschrénkt) ist, sind alle A,, abgeschlossen: Eine
andere Darstellung ist

Av= L weY: lyll<n)

Lel

und beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.
AuBerdem ist fiir jedes x € X nach Vorraussetzung L(x) durch ein n beschrinkt, also
gilt X =Uy2 | An.
Nun lésst sich der Bairesche Kategoriensatz in seiner Form des Korollar 3.5 anwenden:
Ein A,, muss nichtleeres Inneres haben. Damit haben auch fiir jedes L € £ die Mengen

L yeY: |ly|| <no)

nichtleeres Inneres, das heifit es kann Satz 3.3 angewandt werden, womit bewiesen ist,
dass jedes L € L beschrinkt ist, mit anderen Worten sup ||L|| < oo gilt. O
Lel

® zu finden in [Alt, 2006, S.218ff].  © nach [Michael Reed, 1980, S.81].
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3.2. Existenzbeweise mit Hilfe des Baireschen Kategoriensatzes

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, dass in einem vollstdndigen metrischen Raum das
Komplement einer Menge erster Kategorie dicht liegt. Diese Aussage soll nun genutzt
werden, um die Existenz gewisser Objekte zu zeigen.

Die Existenz eines Objektes ldsst sich bekanntlich aus der expliziten Angabe dieses Ob-
jektes, zum Beispiel durch Konstruktion aus schon bekannten Objekten oder indirekt
durch einen Widerspruch herleiten.

Die folgende Idee stammt urspriinglich von Georg Cantor, welcher wie folgt vorging
um die Existenz irrationaler Zahlen zu beweisen: Der Raum ist iberabzihlbar und jene
Elemente, welche nicht die gesuchte Eigenschaft haben, sind abzihlbar. Also muss es
Elemente mit der gesuchten Eigenschaft geben. Dieser Existenzbeweis kann mit dem
Baireschen Kategoriensatz weiterentwickelt werden:

Sei T ein vollstdndiger metrischer Raum und E eine Eigenschaft. Angenommen, man
moge die Existenz von Elementen zeigen, die diese Eigenschaft erfiillen. Dazu gelte

G:={geT: g erfillt nicht E} C T.

Kann man nun zeigen, dass G von erster Kategorie ist, so liefe sich der Bairesche Kat-
egoriensatz anwenden: T\ G liegt dicht in T.

Im Fall, dass T nichtleer ist, gibt es also Elemente, die die Eigenschaft E erfiillen, diese
liegen sogar dicht. W&hlt man aus dem Raum ein beliebiges Element aus, so gibt es in
jeder Umgebung Elemente, die die Eigenschaft erfiillen. Man sagt: ,,Im Sinne der Kate-
gorien haben fast alle Elemente des Raumes die gesuchte Eigenschaft.“

Eine #uflerst einfache erste Anwendung dieser Methode ist der Beweis der Existenz
irrationaler Zahlen. Dies folgt sofort daraus, dass Q von erster Kategorie in R, der Ver-
vollstandigung von Q, ist. Das Komplement von QQ in R, die Menge der irrationalen
Zahlen, ist also eine dichte Teilmenge.

3.2.1. Nirgends differenzierbare Funktionen

Im Sinne der soeben erlduterten Beweisart soll nun gezeigt werden, dass es Funktionen
gibt, die nirgends differenzierbar sind, die sich also in keinem Punkt ihres Definitions-
bereiches linear approximieren lassen.

Konstruktiv wurden solche Funktionen zuerst von Karl Weierstral angegeben, wom-
it die damals géngige Vermutung, dass jede stetige Funktion bis auf einer hdchstens
abzihlbaren Menge iiberall differenzierbar ist, widerlegt wurde’.

Diese sogenannten Weierstraf3-Funktionen sind sogar iiberall stetig.

An dieser Stelle soll jedoch, wie eben erldutert, auf abstraktem Wege die Existenz nir-
gends differenzierbarer Funktionen gezeigt werden.

" vgl. [Volkert, 1986, S.217].
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Satz 3.10. Im Sinne der Kategorie sind fast alle stetigen Funktionen auf [0,1] nirgends
differenzierbar.

Beweis®: Man betrachte den Raum C([0,1]) der stetigen Funktionen auf abgeschlossenem
Intervall, der mit der Supremumsnorm

flleqoay = sup |f(2)]
z€[0,1]

zu einem normierten Raum wird und beziiglich der durch die Norm induzierten Metrik
d(f,g) = If = gllcqo

vollsténdig ist. Die betrachteten Funktionen sind nach dem Satz von Heine sogar gleich-
méfig stetig, denn [0,1] ist kompakt in R. Die Vollstiandigkeit folgt also aus einem bekan-
nten Satz der Analysis: Der Grenzwert einer Folge gleichmdf$ig stetiger Funktionen ist
stetig.

Ziel ist es nun zu zeigen, dass die Funktionen mit einem rechtsseitig beschrankten Dif-
ferenzenquotienten eine Menge erster Kategorie bilden, sie sich also als Vereinigung nir-
gends dichter Mengen darstellen lassen. Damit wire das Komplement, also die Menge
der nirgends differenzierbaren Funktionen, dicht in C([0,1]). Das heift, die Existenz wére
gezeigt. Die zu betrachtende Menge ist also

A:={feC(0,1]): Fzoe[0,1]: f\(z0) < o0}

Dabei steht f/ fiir den rechtsseitigen Differenzenquotienten. Damit A von erster Kate-
gorie ist, bendtigt man nirgends dichte Mengen, in deren Vereinigung A liegt. Betrachte
dazu

1 [f(zo+h) = f(xo)|
h

An::{fGC([O,l]):H:EOG[0,1—5]: <n Vh€]0,1— zo[}

Dies sind offenbar die Funktionen, die in einem Punkt aus [0,1 — %] einen durch n
beschréankten, rechtsseitigen Differenzenquotienten haben.

Ist nun f € A, so ist f| in einem z¢ durch ein m beschrénkt und fiir ein p gilt =g €
0,1 — %] Mit n := max{m,p} gilt also f € A, und daher ist A C |J;~, Ay. Zuerst
soll nun gezeigt werden, dass A, fiir alle n € N abgeschlossen ist. Dies erleichtert den
Beweis, dass A, nirgends dicht ist.

A, ist abgeschlossen: Sei dazu f € A,. Zu zeigen ist, dass f € A,. Die Stetigkeit
von f ist klar, da A, C C([0,1]) ist (denn C([0,1]) ist abgeschlossen). Es reicht also zu

zeigen, dass

Jdzp € 0,1 — %} o | f(zo+ h) — f(xo)] <nh Yh €]0,1 — x|

8 nach [Oxtoby, 1971, S.53ff.].
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Da f € A, sind in jeder Umgebung von f Elemente aus A,,, daher kann man eine Folge
(fr)ken in A, wihlen, welche gegen f konvergiert. Zudem

1
kaAn Vn € N= 4 (xk)keNika[O,l—*] Vk e N

n
Die Folgenglieder x; werden dabei so gewéhlt, dass zp die Stelle ist, an der fi einen
beschriankten rechtsseitigen Differenzenquotienten hat.

Offensichtlich ist die Folge (zj)ren beschriankt, hat also nach dem Satz von Bolzano-
Weierstrafl eine konvergente Teilfolge

1
Tj = Tk, — Xg, To € [0,1 — ﬁ]

mit zugehdrigem f;. Wegen f; € A, gilt weiterhin
[fi(xj 4 ) = fi(z;)] < nh Vh €]0,1 — z;]

Sei nun h €]0,1 — zg[ beliebig. Wegen z; — z¢ kann man j hinreichend grof§ wihlen,
dass auch h €]0,1 — ;[ gilt. Somit ergibt sich per Dreiecksungleichung

|f(zo +h) — f(zo)]
<|f(zo+h) = flz; +h)| + |f(zj +h) = fi(z; + )|+ |fj(z; + h) — f(z))]
<d(f,f;) <nh
+ [ fi(z5) = f(xj)| +[f(x5) — f(z0)]
—_—
<d(f;,f)
<|f(zo+h)— flz;+h)|+2d(f, f;) + nh+|f(z;) — f(x0)]

Nutzt man nun aus, dass sowohl f; — f als auch x; — ¢ fiir j — oo gilt, und dass
f in den Punkten zg und xzg + h stetig ist, so liefert der Grenziibergang j — oo die

Behauptung
[f (o +h) = f(z0)| < nh Vh €]0,1 = zo]

das heifit f € A,,.

A, ist nirgends dicht: Aufgrund des Vorangegangenen reicht es zu zeigen, dass
Ay =0 ist.

Sei f € A, und € > 0. Um zu widerlegen, dass f ein innerer Punkt ist, reicht es zu zeigen,
dass es in der Epsilonumgebung eine Funktion g gibt, die nicht in A, liegt. Also eine
stetige Funktion g, fiir die gelten soll:

If = glleqoay <€ g (@) >n, Yo el01]

Ziel ist es nun, eine Zackenfunktion zu konstruieren, welche im Epsilonschlauch um f
verlduft und tiberall eine groflere Steigung als n annimmt. Vorerst muss man f durch
eine differenzierbare Funktion approximieren.

Nach dem Satz von Weierstraf} liasst sich f beliebig genau beziiglich der Norm durch ein
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Polynom p approximieren: || f — p||c(o,1)) < §-
Die Zackenfunktion wird schliellich wie folgt konstruiert:

1 m—1
Pm - [0, 1] — [0, 5], ©Om = Z Pm,k
k=0

wobei
mz — k, wenn z € [£ 2EL]
Omi() =< —mx+k+1, wennz € [2'2“—;21, %]
0, sonst
Damit hat die Zackenfunktion genau m Zacken (in den Punkten (2]2“—:11, %), k=0,..,m—
1), auf den linearen Abschnitten eine Steigung von m bzw. -m und es gilt || || = 1.
0.5 ) T Y T ) T
0.4 - —
03 - _
0.2 - -1
01l L Vo -
. ; y ,
0 0.25 0.5 0.75 1

Abbildung 3.2.: Zackenfunktion fiir m=4

Setze jetzt (fiir n und e fest)

/
m e 2P 3.1)
€

und betrachte die Funktion
9(x) := p(z) + €pm ()

Diese verlauft im Epsilonschlauch um f:

I[f —gll = If —p+ eonll
<|If = pll + €]leml|
~——

N|=

<€

Es ist noch zu zeigen, dass g ¢ A,. Seien dazu = € [0,1] und h so gewéhlt, dass x+h
noch innerhalb des linearen Abschnittes ist, in dem auch x liegt, was moglich ist, weil
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die Intervalle der Partitionierung rechtsoffen sind. (W#hle beispielsweise den halben Weg

zum nichsten Abschnitt: h = = + %( @Zf
Dann ist

—x),”[ 1” rundet zur nichsten ganzen Zahl.)

lg(z +h) — g(@)| _ [p(x +h) + epm(x +h) = (p(x) + epm(2))]

h h
_ |elem(z +h) —pm(x)) + p(z + h) — p(z)]
h
95 lem@th) —om(@) |plz+h)—plr)|
= € -
h h
—m =0/ ()], we(za+h)
>em — ||p'||

Hierbei wurde noch der Mittelwertsatz auf p angewandt.
Damit gilt em — [[p/|| >n < m > M

erhilt man nun

, was nach (3.1) offenbar erfiillt ist. Damit

lg(z +h) — g(z)]|
h
oder anders gesagt, g hat keinen durch n beschrinkten rechtsseitigen Differenzenquo-
tienten und daher ist g € A,. Damit ist gezeigt, dass A von erster Kategorie ist.
Nach dem Satz von Baire ist das Komplement von A, also die Menge aller Funktionen,
die in keinem Punkt eine rechtsseitige Ableitung haben und damit auch nirgends dif-
ferenzierbar sind, dicht im Raum der stetigen Funktionen. O
Mit dieser Erkenntnis wird klar, dass eine nirgends differenzierbare Funktion der Form

>n Vrel0,1]

fl@) =Y arp(brx)
k=1

sein kann, also gleich einer gleichméflig konvergenten Reihe fiir ein geeignetes ¢ €
C((0,1). ,,

In eben jener Form sind im Ubrigen auch die nirgends differenzierbaren Weierstrafifunk-
tionen.

3.2.2. [P-Funktionen

Hier sollen die Rdume L” und L? mit p < ¢ € R>; auf dem offenen Einheitsintervall
betrachtet werden:

L7 = IP(J0,1) = {£ 0, 1[> R : /0 |f(@)[Pdz < oo}

mit der Norm

1
1fllp = £l = /0 f(@)pde, do = dA(z)

9 umgekehrte Dreiecksungleichung.
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und dem Lebesguemass A auf [0, 1]. Genauer steht ein Element f fiir die Aquivalenzklasse
der Funktionen, die A-fast iiberall gleich f sind. Auf diese Weise erhélt man einen
normierten und auch vollstindigen Vektorraum!'®, in dem sich der Baireschen Kate-
goriensatz anwenden lédsst.

Mit Hilfe der Holderschen Ungleichung!! l4sst sich schnell zeigen, dass auf ]0,1[ V1 < p <
q < oodann L? C LP gilt. Da man Funktionen finden kann, die in einem LP, aber nicht in
einem L7 liegen, gilt jedoch keine Gleichheit der Funktionenrdume. Beispielsweise findet
man die (Aquivalenzklasse der) Funktion

g:0,1[—- R

1
g(x) = T
Es ist fol ﬁdm < oo also g € L(]0,1]),
aber fol 1dz = oo also g ¢ L?(]0, 1]).

Nun soll gezeigt werden, dass L? und LP im Sinne der Kategorie sogar einen wesentlichen
Groflenunterschied aufweisen.

Satz 3.11. L9(]0,1]) ist von erster Kategorie in LP(]0,1[), 1 <p < g < oc.

Beweis'?: Wie im letzten Beweis muss man fiir L9 nirgends dichte Mengen finden, die
es iiberdecken. Betrachte dazu die Mengen

Ap={f€LP: ||flly <n}CLP

o

fiir die L¢ C |J A, gilt, denn jede L?-Funktion ist beziiglich der Norm durch ein n € N
n=1

beschrénkt. Jetzt ist zu zeigen, dass alle A, nirgends dicht in LP sind. Dazu wird wieder

zuerst die Abgeschlossenheit gezeigt.

A, abgeschlossen in LP: Seidazu f € A, und (fi)ken eine Folge fiir die || fr — f||, —
0 fiir £ — oo gilt. Zu zeigen ist f € A,,.

Die Konvergenz, die sogenannte Konvergenz im p-ten Mittel, impliziert die Konvergenz
einer Teilfolge \-fast iiberall'? [i = fx; — f. Unter Anwendung des Lemmas von Fatou'
erhélt man

1 1 1
/ |f(x)|%dz = / liminf | f;(2)|%dz < lim inf/ |fi(z)|%dx < n
0 0 J—o© j—oo  Jo

weil fj € A, Vj € N gilt. Also ist auch f € A,, und damit A,, abgeschlossen in L”.
Ay hat leeres Inneres: Angenommen A7 # 0.
= df € A, s.d. fiir ein € > 0 gilt:

U(f)={f: IIf = fllp <€} C Ay

19" Satz von Fischer-Riesz, siehe [Alt, 2006, S.55fF.]. '' zu finden in [Alt, 2006, S.52]. ' nach Anleitung
aus [Rudin, 1991, S.53]. ** vgl [Elstrodt, 2010, S.251-255]. '* zu finden in [Elstrodt, 2010, S.144].
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h
(A1l

Sei jetzt h € LP beliebig und setze h:= f + . Damit erh&hlt man

Nl

€ h
2(||[p

1 = hll, =]

== <
= — €
P9

also h € Ue( f ) und insbesondere h € L4. Umstellen nach h liefert jedoch

_ 2l

€

h (h—1)

und weil LY Vektorraum ist folgt h € L?. Da die Inklusion LY C LP gilt und h € L?
beliebig gewéhlt wurde, erhélt man LP = L7, im Widerspruch zu den Voriiberlegungen.
Zusammen folgt A,° =0, also ist L7 von erster Kategorie in LP. O

Nach dem Baireschen Kategoriensatz, ist also die Menge der Funktionen, die in LP
liegen, aber nicht in LY, dicht im Raum der LP-Funktionen. Nach Angabe nur einer
solchen Funktion folgt mit dem Kategoriensatz also die Existenz beliebig vieler weiterer
»hicht-L2“-Funktionen, denn diese sind im Sinne der Kategorie fast alle.
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4. Bairesche Funktionen

Eine Klassifizierung, wie Baire sie fiir Mengen vollzogen hat, gibt es auch fiir reelle
Funktionen (hier auf dem Intervall [0,1]). Die nullte Klasse bilden dabei die stetigen
Funktionen:

Definition 4.1 (Nullte Klasse).
Fy={f:[0,1] = R: feC(0,1])}
Definition 4.2 (Erste Klasse).
Fri={f:[0.1] = B: (fulnen aus Fo: f(2) = lim fu(z) vz € [0,1}\Fy

Die erste Klasse bilden also alle Funktionen, die selber nicht stetig sind, sich aber als
punktweise Grenzfunktion stetiger Funktionen darstellen lassen. In diesem Sinne werden
auch die weiteren Klassen rekursiv definiert:

Definition 4.3 (n-te Klasse).
F, = {f : [07 1] - R: El(fn)nGN aus Fj,_1: f(l’) = nh—{go fn(x) Vr € [07 1]}\Fn*1

Diese Klassifikation kann noch fortgefithrt werden, bis man zu einer Menge von Funk-
tionen gelangt, welche dieselbe Michtigkeit wie R hat!. Dass alle Baireschen Klassen
nicht leer sind, wurde von Henri Lebesgue gezeigt?. Hier soll nur gezeigt werden, dass
die zweite Klasse nicht leer ist:

Beispiel: Die Dirichletfunktion

D:[0,1] - {0,1}, D(@—{L wenn € Q

0, sonst

Offenbar ist die Dirichletfunktion weder nullter (D ist iiberall unstetig) noch erster Klasse
(denn angenommen D ist in der ersten Klasse, dann sind die Unstetigkeitsstellen von
erster Kategorie, im Widerspruch zu [0,1] von zweiter Kategorie, siehe dazu Satz 4.7 im
néchsten Abschnitt).

D lasst sich jedoch als Grenzfunktion der Folge (¢p,)nen darstellen wobei

1, wennz=r7;, 1=1,....,n

©n 2 [0,1] = {0,1}, @u(z) = {

0, sonst

! vgl. [Natanson, 1969, S.439-440.]. 2 vgl. [Natanson, 1969, S.444ff.].
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(rn)nen ist dabei eine Aufzihlung von QN [0, 1]. Jetzt ist also zu zeigen, dass ,, fiir alle
n € N in der ersten Klasse ist. In der Tat lassen sie sich durch die stetigen Funktionen

n

Pnp(T) = Z(l — |z —mri])?

i=1

1, wennx =r;
approximieren, denn p — oo liefert (1 — |z — r;|)P — ¢ !
0, sonst

4.1. Grenzfunktion stetiger Funktionen

Mit Hilfe des Baireschen Kategoriensatzes ist es moglich zu zeigen, dass die Stetigkeitsstellen
einer Funktion erster Klasse dicht liegen. Dafiir benétigt man zunéchst die Oszillations-
funktion:

Definition 4.4 (Oszillationsfunktion). Fiir eine Funktion f: R — R und ein Intervall
I definiert man die Oszillation von f auf I als w(I) := sup f(x) — ingf(x), welche in R>q
zel TE -

angenommen wird.

Dies ist offensichtlich der grofite Sprung, den f auf I macht. Um die Oszillation von f in
einem Punkt definieren zu diirfen benttigt man zunéchst folgenden Satz:

Satz 4.5. Fir zo € R fest ist w((xo — 0,20 + 0)) = w(Us(xo)) monoton wachsend
beziiglich §.

Beweis: Sei 41 < o, ¢ fest. Dann ist

w(Us, (20)) — w(Us, (0))

= sup f(z)— sup f(z)+ inf f(z)— inf f(z)=>0
I€U52($0) I€U§1($0) $€U51(.’Eo) $€U§2(IO)

-~

>0, denn Us, (x0)CUs, (w0) 20

Also w(Us, (x0)) < w(Us,(x0)). O
Damit existiert also der Grenzwert w(xg) := lims_,o w(Us(zp)) und dieser ist insbeson-
dere kleiner als w(I) fiir alle 2y enthaltenden Intervalle I. Nun ldsst sich eine Beziehung
zwischen der Stetigkeit der Funktion f und der Oszillation in einem Punkt herstellen:

Satz 4.6. Sei f: R — R, zp € R. Dann gilt: w(zg) = 0 < f stetig in xo.

Beweis: " =" Sei € > 0. Zu zeigen: 36 > 0 : y € Us(xg) = |f(y) — f(zo)|] < e. Nach
Vorraussetzung gilt:
lim sup f(x)— inf f(z)=0

5_>0x€U5(x0) x€Us (o)
=30>0: sup f(z)— inf f(z)<e
2€Us(z0) z€Us(w0)
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Fir y € Us(xo) ist also

fly) < sup flz) < inf f(z)+e< flxo) +e

IEU&(Q?O) wGU(g(IO)
und f(y) > inf f(x)> sup f(x)—e> f(zo) —€
z€Us(w0) z€Us(x0)

Also zusammen |f(y) — f(zo)| < €
" <" Sei € > 0.

= 36>0: |f(y) = f(wo)| < 5 Vy € Us(ao)
= flao) = 5 < f(y) < flxo) + 5 Wy € Us(ao)
> s f@) < flao)+ 5 und nf  f(@) > flao) - 5

= sup f(z)— inf f(x)<e
2€U;s (z0) z€Us(z0)

= w(mo) =0

O
Nun folgt der angekiindigte Satz iiber die Dichtheit der Stetigkeitsstellen der Grenzfunk-
tion einer Folge stetiger Funktionen:

Satz 4.7. Sei (fn)nen eine Folge stetiger Funktionen f, : R — R und f ihre punktweise
Grenzfunktion. Dann liegt die Menge der Stetigkeitsstellen von f dicht in R.

Beweis®: Nach dem Satz von Baire ist es hinreichend, dass das Komplement der Stetigkeitsstellen
eine Menge erster Kategorie bildet. Nach dem vorangegangenen Satz ist es naheliegend,

dazu die Menge A := J,,cyy An zu betrachten, wobei 4, :={z € R: w(z) > 1}.

Die Menge der Unstetigkeitsstellen bildet offenbar eine Teilmenge von A. Es ist jetzt zu
zeigen, dass alle Mengen A,, nirgends dicht sind.

Widerspruchsbeweis: Angenommen 3ng: A, ist nicht nirgends dicht, d.h. TnOO £ .

Dann existiert ein nichtleeres offenes Intervall O C A,, (denn A,,, enthilt eine offene
Menge).

Wegen der punktweisen Konvergenz f,, — f lésst sich O darstellen als O := J,,,cry Om.

wobei )
Op={x€0: Vi>m ist |f(;v)—fz(a:)|§%}
0

welche wegen der Stetigkeit der f; fiir alle m € N abgeschlossen sind.
Nach Korollar 3.5 existiert also ein mg € N, sodass O, nicht nirgends dicht in O ist.
Daher muss Oy, eine offene Menge enthalten: 3 U offen, # 0: U C O, = Oy C O.
Sei nun zp € U und 6 > 0 sodass Us(xp) C U und zusétzlich, unter Anwendung der
Stetigkeit von f,,, gelte:

| frno (Z0) = fino (2)]

1
<
~ Sng

3 nach [Herrlich, 1986, S.67].
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Seien nun x, y€ Us(xg). Per Dreiecksungleichung ergibt sich:

|f(z) = f(y)]
§|f(l') - fmo(x)‘ + |fm0(w) - fmo(x0)| + |fm0($0) - fmo(y)| + |fm0(y) - f(y)|
4
<
_5720

denn jeder der 4 Terme ldsst sich mit ﬁ abschétzen (beachte Us(zg) C Opy,, also
Va € Us(0): |f(2) = fmo (2)] < 555)-

Fiir die Oszillation von f in xg erhéilt man jetzt:

1
w(zg) < w(Us(xg)) = su z)— iInf ) < — < —
(20) S wllsleo) = swp J@)= il @) S g <

Dies steht offenbar im Widerspruch dazu, dass xg € A,, (es war zg € U C Oy, C
O C A,,). Damit ist also doch jedes A,, nirgends dicht, also sind die Unstetigkeitsstellen
von erster Kategorie und somit das Komplement, die Menge der Stetigkeitsstellen von
f, dicht in R. O
Im Sinne der Kategorie ist die Grenzfunktion damit fast iiberall stetig.

Hier offenbart sich auch der Zusammenhang zwischen Funktionen erster Klasse und Men-

gen erster Kategorie, in welchem jener Begriff seinen Ursprung hat?: Die Unstetigkeitsstellen

einer Funktion erster Klasse, also einer Grenzfunktion stetiger Funktionen, bilden eine
Menge erster Kategorie.

Eine einfache Folgerung des eben bewiesenen Satzes ist beispielsweise, dass die Ableitung
einer stetigen Funktion nicht iiberall unstetig sein kann. Dies wird ersichtlich, wenn man

sie als
flz+ )= f(x)
1

f'(z) = lim

n—oo

darstellt.

4 [Oxtoby, 1971, S.37].
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5. Analogien zur MaBtheorie

Der Satz von Baire liefert in einem metrischen Raum die Berechtigung Mengen klein zu
nennen, wenn sie von erster Kategorie sind. Eine andere Motivation, eine Menge klein zu
nennen, kommt jedoch ganz ohne eine Topologie aus: Die Bestimmung seines Volumens.
Dies ist Aufgabe der Mafitheorie. Daher sollen in diesem Abschnitt die Gemeinsamkeiten
und Unterschiede von Nullmengen und Mengen erster Kategorie in R untersucht werden.

Sei nun N die Familie der Nullmengen beziiglich des Lebesguemafles auf R, also die
Teilmengen N von R fiir die A(NV) = 0 gilt und A die Familie der Mengen erster Kate-
gorie.

5.1. Gemeinsamkeiten

Fiir eine erste Gemeinsamkeit ben6tigt man folgende Definition:

Definition 5.1 (sigma-Ideal). Eine Familie J := {J;}icr von Mengen heift sigma-Ideal
=4 o
(J1) Ape J VneN=|J 4, e

n=0

(J2) AeJ, BCA=BeJ

Dass die Familie der Mengen erster Kategorie ein sigma-Ideal bildet, wird in den An-
merkungen zur Definition dieser Mengen ersichtlich. Auch die Familie der Nullmen-
gen bildet ein sigma-Ideal. Dies ist leicht damit gezeigt, dass das Lebesguemafl sigma-
subadditiv und isoton ist!.

Somit weisen N und A eine gemeinsame Struktur auf: Sie bilden beide sigma-Ideale.
Diese Struktur ist mit der intuitiven Vorstellung kleiner Mengen vertraglich: Teilmen-
gen kleiner Mengen sollen klein sein und abzdhlbar viele kleine Mengen bleiben klein.
Sie besitzen sogar einen gemeinsamen Kern:

Satz 5.2. Die Familie der abzdhlbaren Mengen bildet ein echtes Unter-sigma-Ideal der
Nullmengen und Mengen erster Kategorie.

Beweis: Die Axiome eines sigma-Ideals konnen leicht verifiziert werden. Eine abzéhlbare
Menge ist stets erster Kategorie und auflerdem eine Nullmenge, da Punkte Nullmengen
sind und N sigma-Ideal ist. Damit die Inklusionen echt sind, ist eine Menge gesucht,
welche Nullmenge, erster Kategorie und iiberabzéahlbar ist.

Hier erweist sich die Cantormenge C, wie sie in Beispiel (4) zur Definition nirgends

! zur Erliuterung dieser Begriffe siche Anhang A.2.
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dichter Mengen eingefiihrt wurde, als die gesuchte Menge. O

Zwei weitere Gemeinsamkeiten von Nullmengen und Mengen erster Kategorie sind, dass
sie beide keine Intervalle enthalten und dass man die reellen Zahlen ebenso auch nicht in
eine abzdhlbare Vereinigung von Nullmengen zerlegen, denn abzihlbare Vereinigungen
von Nullmengen sind wieder Nullmengen.

Insbesondere gibt es ein Analogon zum Satz von Baire:

Satz 5.3. Sei N € N. = R\N liegt dicht in R.

Beweis: Vorerst ist festzustellen: In einem metrischen Raum (M,d) gilt fiir eine beliebige
Menge A C M: M = A° U A®. Denn wie im Beweis (2.1)=(2.2) von Definition 2
(Nirgends dicht) zeigt man o

r¢g A° & x e AC
Damit gilt also auch AC = (A4°)C.
Sei nun N eine Nullmenge in R. Dann ist R\N = R\N°. Jedoch gilt N° = §, denn
angenommen, es enthalte ein offenes e-Intervall, dann hétte dies ein Mafl von 2¢, was der
Tatsache, dass N eine Nullmenge ist, widerspréche. O

5.2. Unterschiede

Jedoch gibt es auch erschiitternde Unterschiede zwischen den Familien A und A:

Satz 5.4. Es existiert eine disjunkte Zerlegung von R in eine Menge erster Kategorie
und in eine Nullmenge (welche sogar zweiter Kategorie ist).

Beweis: Gesucht ist R = AU N, A von erster Kategorie, N Nullmenge von zweiter

o0
Kategorie. Betrachte dazu eine Aufzéhlung der rationalen Zahlen: Q = |J {¢;} und
n=1

dazu die offenen Intervalle der Linge 2~ (117

Lj={reR: |z—q| <2 (H+)y
Dann ist die Menge N; := [J;2, I; ; als Vereinigung offener Mengen offen und dicht, weil
Q C N; Vj € N gilt.
Setze jetzt N := ﬂ;’il N;. Dies soll die gesuchte Nullmenge sein. Sei dazu € > 0 und wihle
jo € N so, dass (%)] < e Vj > jo. Mit der Positivitit, Isotonie und o-Subadditivitit des
Lebesguemafles erhilt man:

> > L 1 A
0 < AN) < A(N;) < Z)\([m) = o—(i+7) — 9—J Z(i)l — 97
i=1 i=1 i=1
= A(N) < ()7 Vj > jo, also muss A(N) = 0 sein.
Setze nun A := N¢. Damit ist die Vereinigung von A und N disjunkt und weil

o0 o0
Ne=| N =]])A
JL:JN; Y
—45
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bleibt nur noch zu zeigen, dass A; nirgends dicht ist:

N; dicht und offen
=Ny dicht

—=C
:>Njo dicht
:Njo = A; nirgends dicht

=A ist von erster Kategorie

Zusammen erhilt man R = AUN, A von erster Kategorie, N Nullmenge. Auflerdem kann
N nicht erster Kategorie sein, denn sonst hitte man eine Zerlegung von R in Mengen
erster Kategorie, was nach dem Satz von Baire nicht moglich ist. O

Die Menge N aus Satz 5.4 ist eine Nullmenge und trotzdem von zweiter Kategorie.
Mit Hilfe des Cantorschen Diskontinuums (Beispiel (4) nirgends dichter Mengen) kann
man im Gegenzug eine Menge vollen Mafles konstruieren, welche erster Kategorie ist.

Satz 5.5. 3A C [0,1]: A(A) =1, A ist von erster Kategorie.

Beweis®: Zunichst muss gezeigt werden, dass zu jedem 0 < a < 1 ein variiertes Can-
torsches Diskontinuum mit A(C') = 1 — a konstruiert werden kann, welches noch immer
nirgends dicht ist.

Sei also 0 < a < 1. Die Lénge der zu entfernenden offenen, mittleren Teilintervalle soll
nun variiert werden. Setze zunéchst

Coyp = 10,1]
1 1 1 1
Co = Caolly = gg + el
Im ersten Schritt wird also ein Intervall der Lénge %oz entfernt. Im néchsten Schritt
werden die mittleren, offenen Intervalle der Lange %a entfernt, darauthin die der Lange
éa etc. Im n-ten Schritt werden also 2"~ ! Intervalle der Linge 22”%104 entfernt. Setzt
man Cy = ()7~ Ca,, so betrigt die Lénge aller entfernten Intervalle zusammen

o0

1 1 1 _ 1
04(20'§+21'2*3+22'§+"'+2n 1-22n_1 +..) =« (i)n:a
| S — n=1
_ 1
=L

Damit gilt also A(Cy) =1 — a.

Auflerdem ist C, nirgends dicht, dies ldsst sich analog zum normalen Cantorschen
Diskontinuum zeigen, denn C, bleibt abgeschlossen und die verbleibenden Teilinter-
valle koénnen wieder beliebig klein gewihlt werden, sodass sie keine vorgegebene offene
Menge enthalten.

2 nach [Bernard R. Gelbaum, 1964, S.88-89,99].
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Da es also zu jedem 0 < o < 1 ein C, mit Mafl 1 — « gibt, kann man fiir jedes n € N die
Mengen C'1 betrachten welche jeweils die Cantormengen mit dem Mafl "5 sind. Setze
nun die Mgnge A :=|J;2, C1. Diese ist dann erster Kategorie, weil jedes C'1 nirgends
dicht ist. Mit der Isotonie des MafBes folgt weiter !

n—l_

= )\(C%) <AA) <1

n

Die Abschitzung gilt fiir alle n € N, also folgt wegen li_)rn "T_l =1,dass A\(4) = list. O
n o0

Die Sétze 5.4 und 5.5 beweisen jetzt

Satz 5.6. Es gilt weder N C A noch A C N.

Zusammen mit Satz 5.2 ergibt sich nun folgende, unproportionierte Darstellung:

Mengen
erster
Kategorie

abzahlbare Mengen

Abbildung 5.1.: Inklusionen der sigma-Ideale

26



6. Schlussbemerkungen

Der Vergleich von Nullmengen und Mengen erster Kategorie zeigt, dass ihr Zusammen-
spiel in R durchaus interessante Konsequenzen hat, ndmlich, dass man einen iiberabzahl-
baren, also groflen Raum, in zwei kleine Mengen zerlegen kann. Jedoch sind jene zwei
Mengen aus verschiedenen Griinden als klein anzusehen. Mehrere Resultate des let-
zten Abschnits motivieren dazu, die Kleinheitsbegriffe der Baireschen Kategorie und der
Maftheorie strikt voneinander zu trennen. Die Struktur des sigma-Ideals, welche partiell
der intuitiven Vorstellung kleiner Mengen geniigt, und die Tatsache, dass Komplemente
von Nullmengen und Mengen erster Kategorie dichte Teilmengen, also in jedem Fall grof
sind, zeigt aber, dass der Kleinheitsbegriff auf beide Mengenfamilien durchaus zutreffend
ist.

Die Klassifizierung reeller Funktionen wurde nur der Vollstdndigkeit halber ausgefiihrt,
hat aber keine so nutzvollen Anwendungsmdglichkeiten wie die Bairesche Mengenklassi-
fikation. Jedoch zeigte der Satz iiber die Stetigkeitsstellen von Funktionen erster Klasse
eine Verbindung zur Kategorie auf und behélt sich noch viele Anwendungsméglichkeiten
Vor.

Der Bairesche Kategoriensatz erwies sich hingegen als starkes Hilfsmittel, Existenzbe-
weise durchzufiihren. Diese waren abstrakter Art, zeigten jedoch die Existenz beliebig
vieler Elemente der gesuchten Eigenschaft. Jedoch ist es auch zumeist moglich, ein
Element mit der gesuchten Eigenschaft zu konstruieren, womit der Umweg iiber die
Bairesche Kategorie als unnétig erscheint.

Genauso verlauft es in der Funktionalanalysis. Die Sétze, welche mit dem Baireschen
Kategoriensatz bewiesen werden, lassen sich auch ohne ihn beweisen. Nach J.C. Ox-
toby gibt es sogar nur ein Beispiel fiir ein Problem, das zuerst mit dem Baireschen
Kategoriensatz gelost wurde, ndmlich der Beweis der Existenz eines transitiven Au-
tomorphismusses des abgeschlossenen Einheitsquadrates'. Trotzdem hat der Bairesche
Kategoriensatz Einzug in jede Funktionalanalysisvorlesung gefunden, weil er scheinbar
fundamental hinter vielen wichtigen Theoremen steht und insbesondere die Beweise ele-
gant verkiirzt. Letztendlich lasst sich sagen, dass der Bairesche Kategoriensatz eine auf
das Grundgeriist vollstdndiger metrischer Rdume zuriickgehende Beobachtung ist.

! vgl. [Oxtoby, 1971, S.83)].
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Anhang

A. Elementare Begriffe

A.1. Aus der Funktionalanalysis

Definition 1 (Normierter Raum). Sei V ein Vektorraum dber einem Kérper k. (V,d)
wird normierter Raum genannt, wenn es eine Funktion || - || : V — k gibt, die fiir alle
v,w €V und Skalare o € k

(N1) ||z|]]=0<2=0

(N2) [la- x|l = | - [|]]

(N3) [l +yll < [l=[] + [yl

erfillt.

Definition 2 (Metrischer Raum). (7T,d) wird metrischer Raum genannt, wenn d eine
(abstandsmessende) Funktion d : T x T'— Rxq fir eine Menge T ist, welche den folgen-
den Aziomen gendtigt:

(M1) d(z,y) =0 x=y

(M2) d(z,y) =d(y,z)Ve,y €T

(M3) d(z,y) <d(z,z) +d(z,y)Ve,y,z € T

Mit einer Metrik lasst sich der Durchmesser einer nichtleeren Menge A C T definieren:

diam(A) := sup d(z,y)
r,y€A

Ist eine Norm gegeben, so wird durch sie stets eine Metrik induziert, indem man d(zx, y) :=
||z — y|| setzt.

Definition 3 (Cauchyfolge). In einem metrischen Raum (T,d) nennt man eine Folge
(zi)ien eine Cauchyfolge :<

Ve >0 IN € N: d(zp,zp) <€ Yn,m>N

Definition 4 (Vollstindigkeit). FEin metrischer Raum wird vollstindig genannt, wenn
jede Cauchyfolge konvergiert, also einen Grenzwert hat, der im Raum ist.

Definition 5 (Linearer Operator). Eine lineare Abbildung L : X — Y zwischen normierten
Réaumen wird linearer Operator genannt <= L ist stetig < L ist beschrinkt d.h. 3C >
0:[|L(x)|| <C-||x|| Vx € X.

II



Definition 6 (Operatornorm). Fiir jeden linearen Operator L ist die Operatornorm

IL|| := sup [|L(z)]

[lz]]<1

definiert. Sie ist gleich der kleinsten Zahl C beziiglich derer L beschrdnkt ist.

A.2. Aus der MaBtheorie

Definition 1 (sigma-Algebra). Eine sigma-Algebra fir eine Grundmenge X ist eine
Familie von Mengen A C P(X) welche folgenden Azxiomen geniigt:

(Al) X € A
(A2) Ac A= A€ A

(A3) (An)nen € AV = | ] An € A

n=1
Beispiel: Die Borelsche sigma-Algebra auf R, welche die kleinste sigma-Algebra ist, die

die offenen Mengen enthélt.

Definition 2 (Ma8). Ein Maf ist eine Abbildung auf einer sigma-Algebra p : A —
R>o U {oo}, welche die leere Menge auf Null abbildet und sigma-additiv ist: Sind Aj,
Ay,... disjunkte Mengen aus A, so gilt p(Up—y An) = > ney An.

Ein Ma#f ist isoton, das heifit fiir Mengen A, B € A folgt aus A C B, dass u(4) <
w(B) und es ist sigma-subadditiv, das heifit fiir jede Folge von Mengen (A, )nen gilt

p(UnZy An) < 320701 w(An).
Definition 3 (Nullmenge). Eine Menge N € A wird Nullmenge genannt = p(N) =0

Definition 4 (Lebesguemaf). Das Lebesguemaf$ \ ist definiert als das eindeutig bes-
timmte, translationsinvariante Maf auf R versehen mit der Borelschen sigma-Algebra
zuztiglich jener Mengen, die zwischen mafgleichen Borelmengen liegen, welches dem Ein-
heitsintervall die Linge Eins zuordnet.

A.3. Aus der Topologie

Definition 1 (Topologie). Eine Topologie fiir T ist ein Mengensystem T, welches fol-
genden Axiomen gehorcht:

(T ber & Ter
(T2) O1€7 & OgeT=0.N0Oy €T

(T3) O; € 1,Vi € I,1 beliebige Indexmenge = U O,er
il
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Die Elemente der Topologie werden als offene Mengen, (T, 7) als topologischer Raum
bezeichnet.
Beispiel: Die von der euklidischen Metrik auf R¥ induzierte Topologie:

n

Z(xl - yi)nv T,y € Rk
i=1

Damit gilt fir O C R¥: O offen < Va2 € O Je > 0: {y € R¥|d(z,y) <€} C O.

Sei im Folgenden (T, 7) ein topologischer Raum.

Definition 2 (Inneres). Das Innere von AC T ist die grifste offene Menge, die in A
enthalten ist:

A°:=U{0OC Al O€er}
Ein Element aus A° wird dabei innerer Punkt genannt.
Das Innere ist geméfl Axiom T3 der Topologie offen.
Definition 3 (Umgebung). Eine Menge U heifit Umgebung von z <
Oer:2ec UCO

Beispiel: In einem metrischen Raum bezeichnet man mit Us(z) die Kugel um x mit
Radius 9.

Definition 4 (Abgeschlossen). Eine Menge A C T heifit abgeschlossen :< A€ ist offen.

Definition 5 (Abschluss). Der Abschluss von A in T ist die kleinste abgeschlossene
Menge, die A enthdlt:
A:=n{B>A| BY ¢}

Die Abgeschlossenheit folgt dabei durch Komplementbildung in Axiom T3 der Topologie,
damit sind beliebige Schnitte abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen.

Definition 6 (Berithrpunkt). Ein Punkt x € A wird Berihrpunkt von A genannt <
reA
Damit gilt insbesondere A = {x : x Beriihrpunkt von A} und es folgt, dass eine Menge

genau dann abgeschlossen ist, wenn fiir jede Umgebung U eines Punktes aus A der
Schnitt mit A nicht leer ist.

Definition 7 (Haufungspunkt). Fin Punkt x € T heifst Hiufungspunkt einer Teilmenge
A C T & zist Berihrpunkt von A\{z}.

Definition 8 (Isolierter Punkt). Ein Punktx € T heifst isolierter Punkt < {x}° = {z},
also {x} offen in T ist.

Definition 9 (Rand). Der Rand einer Menge U C T ist definiert als der Abschluss
abziiglich des Inneren:

oU :=U\U®
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